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Thân tặng Môi tình Đâu 
Tôi không tìm kiếm những người bạn hoàn hảo . 
Tôi tìm kiếm những người bạn có cùng đam mê 
Sở thích và bố sung những chỗ khuyết cho tôi. 
Đề tôi ngày một hoàn thiện hơn trong đam mê 
Và trong trưởng thành . 
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LỜI TỰA 
CHO LẦN XUẤT BẢN ĐẦU TIÊN 


Trong suốt khoảng thời gian hơn hai nghin năm, việc nâm 
được một số kiến thức không quá hời hợt trong phạm vi 
toán hợc đã là một bộ phận cần thiết trong vốn liếng trí tuệ 
của môi nguời có học vấn. Ngày nay. một mỗi nguy cơ lớn 
đang đe dọa truyền thống đó của giá trị giáo dưỡng của 
toán học. Tiếc rằng, trong vấn đề này những đại biều có uy 
tín của khoa học toán học cỏn tỏ ra thiếu trách nhiệm. Việc 
giảng dạy toán thưởng thường còn mang tính chất những bài 
tập khuôn sáo có thề đẫn đến sự phát triền những kỹ năng 
hình thức nào đỏ mà kbông thâm nhập sâu sắc vào đối tượng 
đang nghiên cửu và không thực sự giúp cho sự phát triỀn tự 
do của tư tưởng. Các công trình nghiên cứn khoa học đã có 
xu hướng trừu tượng hóa và chuyên biệt hóa cao độ. Những 
ửng dụng và những mối quan hệ tương: hỗ đã không được 
chú ý đầy đủ. Và mọi điều kiện tiên quyết kém thuận lợi đó 
hoàn toàn không thề biện mính cho một chỉnh sách đầu hàng 
về quan điềm. Ngược lại. những ai hiều được giá trị của văn 
hóa trí tuệ không thề không đứng lên và đã đứng lên đấu 
tranh bảo vệ nó. Các thay giáo, học sinh và tất cẢ những 
người có họa vấn không có liên hộ gÌ với nhà trường đều 
không muốn đi theo con đường ít chông gai nhất, đã không 
hạ vĩ khí mà đã bắt tay vào công cuộc cải cách giảng dạy- 
Mục tiêu là sự thông hiều đầy đủ bản chất của toán học xem 
như một cơ thể toàn vẹn và xem toán học như cơ sở của 
tr duy khoa học và mẫu phong cách hoạt động. 


Một số cuốn sách nồi tiếng có nội dung lịch sử và tiều sử 
và những bài diễn văn chính luận đã làm thức tỉnh nhiều người 
đường như thờ ơ với toán học, nhưng thirc ra không bao giờ 
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ngừng quan tâm đến nó. Song không thề dạy được tri thức mà 
chỉ nhở vào các phương tiện gián tiếp. Không thề đạt được sự” 
thông hiều toán học chỉ bằng những phương pháp giải trí 
nhẹ nhàng; cũng như không thề hiều biết am nhạc bằng cách 
đọc các bài báo (dù chúng được viết rõ đến mức nào). 
nếu như không học nghe một cách chú ý và tập trung: 
Không thề tránh khỏi sự tiếp xúc thực sự với bản thân 
nội dung của khoa học toán học sinh động. Mặt khác, khi 
trình bày toán học thoát khỏi tinh thần lạc hậu của nhà 
trưởng và tránh chủ nghĩa giáo điều cứng nhắc, từ chối 
những nguyên cớ và những sự chỉ dẫn về mục đích. cần phải 
tránh tất cả những gì quá cồng kềnh và giả tạo của 
chủ nghĩa giáo điều, đó chính là một trở ngại đáng ghét 
đối với mọi sự cố gắng chân thật. Chẳng lễ không thê được nếu 
bắt đầu từ những yếu tố và đi theo con đường trực tiếp đề 
đạt tới những điềm cao mà từ đỏ có thề nhìn rõ cái bản chất 
nhất và những đông lực của toán học hiện đại. 


Cuốn sách này định thử làm một công việc như vậy. ŸÌ nó 
không đòi hỏi những hiều biết gì mới ngoài những điều đã 
được trinh bày trong một giáo trình tốt ở nhà trường, cho 
nên có thề gọi nó là một cuốn sách phồ cập. Song nó không 
theo một xu hướng nguy hiềm là thủ tiêu mọi sự cố gắng 
suy nghĩ, mọi sự luyện tập. Nó đòi hồi một mức độ trưởng 
thành nhất đỉnh về trí tuệ và một trình độ tiếp thu các lập 
luận được trình bày. Cuốn sách được viết cho những người 
bắt đầu học và cho những cán bộ khoa học, cho học sinh và 
thầy giáo, cho các nhà triết học và các kỹ sư, nó có thề được 
dùng làm sách giáo khoa đề tự học. Có lẽ, ý định phục vụ 
cho một lớp rộng rãi bạn đọc như thế là quá đổi can đảm và 
tự tin. Phải thừa nhận rằng. đo áp lực của một tác phầm khác 
mà khi cho cuốn sách này ra mát bạn đọc, chứng tỏi buộc 
phải đi đến một sự thỏa hiệp: công việc chuần bị đã được tiến 
hành nhiều năm nhưng chưa thực sự kết thúc. Chúng tôi rất 
vui mừng chờ đóa những lời phê bình và sẵn sàng đón nghe 
những ý kiến đóng góp của các bạn, 

Nếu như trách nhiệm về ý định và nội dung triết học của 
cuốn sách này thuộc về người ký tên dưới đây thi tôi xin 
chia xẻ phần công lao xứng đáng về giả trị của cuốn sách 
(nếu có) với Herbert Robbinx. Ông đã đành cho tác phầm này 
một sự chú ý đặc biệt như chính công trình của bản thân 
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mình ngay từ khi tiếp xúc với nó dưởi dạng sơ thảo và sự 
cộng tác của ông đã có vai trò quyết định làm cho cuốn sách 
đươc như ngày nay. Cuối cùng tôi vin biều thị lòng cảm ơn sâu 
sắc trước sự giúp đỡ của nhiều bè bạn. Các cuộc tụa đàm với 
Niels Bohz, RKart fridrix và Otto Nêygôbauer đã có ảnh hưởng 
đến môt số quan điềm của tôi về eác vấn đề có tín ci¡ất triết 
học và lịch sử. Eđna: Kramer đã cho nhiều ý kiến phê bình 
xây dựng về mặt sư phạm, Đavid Hilbark đã viết nhữ»g bài 
giảng, sau đó đã là cơ sở cho cuốn sách. Ernext Kurant, 
Normain: Đêv¡đx;, Sarlx đơ Prima, Alfred Gorn, Herbert Mintxer. 
Voufrank Vazob và những người khác đã đóng góp rất nhiều 
cóng sức sửa chữa và đánh máy bẫn thảo. Dena!d Flenđerx đã cho 
nhiều ý kiến quý háu và sửa chữa cần thân bản thảo. Địon 
Knudxen, Herta fòôn Humpenberg, Irvink Ritter và Otto Ney~ 
gêbauer đã chuần bị cho các hình về v.v‹‹. Tôi cũng xin cảm 
tạ nhà x"ất bản Waverly Press, đặc biệt ngài RK.Orta về sự làm 
việc có chát lượng rất cao và cảm tạ nhả xuất bản Oxford 
Ứniversity Press. đặc biệt ngài Ú. man và FEilip Vodren về 
sángkiến và sự ủng hộ, 


Niu — Rosel (Net York) 
22 thủng 3 năm 1941 R. Conrant 


LỜI TỰA CHO LẦN XUẤT BẢN THỨ HAI, 
THỨ BA VÀ TIIỨ TƯ 


Trong những năm gần đây, nhu cầu thông tin toán học và 
tài liệu chỉ đẫn tương ứng ngày càng tăng. Hơn lúc nào bết, 
hiện nay có nguy cơ của sự chán ngắn; nếu như học sinh (và 
giáo viên) không nhận ra và nắm được bản chất và nội dung 
của toàn học đàng sau các công thức và các biến đồi. Đối với 
những ai đã nhìn thấy sâu bơn những điều đã viết trong cuồn 
cách này và những lời bình phầm đối với lần xuất bản thứ 
nhất đã củng cố trong các tác giả niềm tia rằng cuốn sách có 
bồ ích. 
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Chúng tôi xin cẫm tạ những bạn đọc mà những lời phê bình 
đã giúp chúng tôi đính chỉnh lại và hoàn thiện thêm trong 
những lần xuất bản sau. Đề chuần bị cho lần in thứ tư, bà 
Natasa Artin đã đóng góp rất nhiều, chúng: tôi xin chân thùnh 
cảm ơn. 


183-1943 
10-10^1945 
28-10-1941 
R. COUTRANT 


CÁCH DÙNG SÁCH 


Trật tự trinh bày trong sách là có hệ thống, nhưng điều 
này hoàn toàn không có nghĩa bất buộc bạn đọc phải xetn 
lần lượt trang này sang trang khác, chương nọ tiếp chương 
kia, Về căn bản, các chương độc lập với nhau. Thông thưởng 
thì phần đầu chương là dễ hiều, nhưng sau đó con đường đi 
sẽ từ từ leo đốc, đến cuối chương và phần phụ lục của nó thi 
càng dốc hơn. Bởi thế, bạn đọc nào cần sớm có một thông tiu 
tồng quát, hơa là việc lĩnh hội những kiến thức chuyên ngành 
thì có thà đọc theo nguyên tắc bồ qua những khảo sát 
chỉ tiết 


Học sinh có trình độ toán hẹc hạn chế thì nên lựa chọi: 
theo sở thícl của mình. Các đấu sao và dòng in chữ nhỏ 
đánh dấu những phần có thề bỏ qua trong lần đọc đầu tiên 
mà không phương hại gì nghiêm trọng cho việc nhận thức 
phần tiếp sau. Hơn thế nữa, nếu trong khi đọc sách mà bạn 
đọc tự giới hạn ở những phần hoặc những chương mà mình 
quan tâm đến nhiều nhất thì cũng không có trở ngại gì. 


Các thày giáo trưởng phô thông sẽ tìm thấy, trong những 
chương dành cho các phép dựn/; hình bọc và cực đại; cực 
tiều, tài liệu đề hoạt động ngoại khóa và bồi đưỡng bọc 
sinh giỏi. 


Chúng tôi hy vọng rằng cuốn sách có thề phục vụ cho học 
sinh các lớp khác nhau ở trường phô thông và cho những 
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người thuộc ngành nghề khác nhau thực sự quan tâm đến 
các vấn đề kiến thức chính xác. Nó có thề làm cơ sở cho các 
giáo trình tự chọn về các khái niệm toán học cơ bắn trong các 
trưởng phồ thông. Các chương III, 1V, V phủ hợp với giáo 
trinh hình bọc. các chương VI và VIII gộp lại trình bày trọn 
vẹn các cơ sở của giải tích với mục cích thông hiều nhiều 
hơn là đạt tới sự hoàn thiện về kỹ thuật. Các thày giáo có 
thề sử dụng chúng làm bài mở đầu đề bồ sung giáo trình cho 
phù hợp với các nhu cầu riêng biệt nào đó và làm cho giáo 
trình phong phủ thêm bởi những thí dụ nhiều loại khác nhau- 

Chúng tôi hy vọng rằng cả những chuyên gia cũng sẽ thày 
được một số chí tiết và một số lập luận sơ cấp đáug lưu Ÿ 
chứa đựng trong bản thân chúng mầm mống của những tư 
tưởng rộng lớn bơn. 


TOÁN HỌC LÀ GÌ? 


Toán bọc chứa đựng trong bản thân nó những đặc điềm của 
hoạt động lý trí; của lập luạn trừu tượng và hướng tới sự hoàn 
thiện về thầm mỹ. Những yếu tố cơ bản và đối lập lẫn nhau của 
nó là logíc và trực giác, giải tích và phép dựng hình, tính khái 
quát và tính cụ thề. Với mọi quan điềm khác nhau bắt nguồn 
từ những truyền thống này hay truyền thóng khác. sự tác 
động đồng thời của những thái cực đó và sự đấu tranh đề 
tồng hợp chúng lại sẽ đảm bảo cho sức sống; sự bồ ích và 
giá trị cao của khoa học toán học. 


Không nghi ngờ gì nữa› sự tiến f&n trong phạm vi toán học 
được qui định bởi sự phát sinh những nhu cầu có tính chất 
thực tiễn nhất định. Nhưng; tt yếu phải có một cái đà nội 
tại vượt ra ngoài giới hạn của lợi ích trực tiếp. Sự biến đồi 
tử một khoa học ứng dụng sang một khoa học lý thuyết ' như 
vậy đã diễn ra trong lịch sử xa xưa, song ngày nay cũng văn 
còn như thế: chỉ cần đề ý đến sự đóng góp của các kỹ sư và 
các nhà VẬt lý trong toán học hiện đại cũng đủ rõ. Những 
phong cách tư duy toán học cồ xưa nhất đã xuất biện ở 
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phương Đông khoảng hai nghìn năm trước công nguyễn: 
người Babilon đã tập hợp được chất liệu phong phú, cái má 
ngày nay ta có xu hướng xếp vào đại số sơ cấp. Nhưng; từ 
«toán học * được xem như một khoa học theo Ý nghĩa hiện 
nay, đã phát sinh chậm hơn ở trên mảnh đất Hy Lạp vào khoản§ 
thế kỷ thứ tư và thứ năm trước công nguyên: Mọi sự tiếp 
xúc ngày càng tăng giữa Phương Đông và Hy Lập bất đầu từ 
đế quốc Ba Tư và đạt tới tột đỉnh trong thời kỳ tiếp ngay sau 
cuộc du lịch của Alekxănđrơ đã bảo đảm cho người Hy Lạp 
đuôi kịp những thành tựu của người Babilon trong lĩnh vực 
toán học và thiên văn học. Toán học đã nhanh chóng trở thành 
đối tượng của các cuộc thảo luận về triết học thông thường 
tại các Nhà nước —- Thành phố Hy Lạp. Như vậy; các nhà tư 
tưởng Hy Lập đã nhận thức được những khó khăn đặc biệt 
có liên quan với các khái niệm toán học cơ bản — sự Yiên tục› 
sự chuyền động; cái vô hạn — và với bài toán đocác đại lượng 
tùy ý bằng các đơn vị cho trước. Nhưng đã có quyết tâm 
vượt khó khăn: nảy sinh do kết quả của một sự cố gắng tuyệt 
vời của tư tưởng Evđôkxôp;› lý thuyết eontinum hình học là một 
thành tựu có thề sánh ngang hàng với lý thuyế! số vô tỉ hiện 
đạt. Phương hướng tiên đề suy điển trong toản học; bắt đầu 
từ Evđôkrôv;, đã được thề hiện rất rõ trong tác phầm « Rhởi 
đầu » của Ơclids 

Mặc dầu xu hướngtiên đề — lý thuyết vẫn là một trong 
những đặc điềm nồi bật nhất của toán học Hy Lạp và tự nó 
đã ảnh hưởng lớn đến sự phát triền sau này của khoa học, 
nhưng cũng cần phải kiên quyết chỉ rõ rằng vai trò của các 
nhu cầu thực tiễn và mối liên hệ với thực tại vật lý không hề 
bị hạ thấp chút nào trong việc sáng tạo ra toán học cÖ xưa và 
rằng việc trình bày toán học không theo phong cách chặt chẽ 
của Oclid vẫn được ưa thích hơn. 


Sự phát hiện quá sớm những khó khăn có liên quan tới 
các đại lượng qvô ước» đã cẩn trở những người Hy Lạp phát 
triền nghệ thuật tính toán bằng số mà trong những thời kỷ 
trước đấy đã tạo ra những thành tựu đáng kề ở Phương Đông. 
Thay thế vào đó, họ đi tìm những con đường trong rừng rậm 
của hình học tiên đề thuần túy. Thế là bát đầu một. trong 
những cuộc phiêu lưu lạ lùng trong lịch sử khoa học mà trong 
đó có thề bỏ lỡ những khả năng sáng lạn. Gần như trong suối 
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hai nghìn năm, sự thống trị của truyền thống hình học Hy 
Lập dã ngăn cản sự tiến hóa của tư tưởng về số và của phép 
tinh bằng chữ mà sau này đã được đặt làm cơ sở củacác khoa 
học chỉnh vác. 


Sau một thời kỳ tập trung sức lực chạm chạp, một thời kỷ 
tách mạng bão táp trong sự phát triền của toán bọc và vật lý 
học đã được mở ra cung với sự nảy sinh hình học giải tích 
và phép tính vi tích phân trong thế kỷ XVII. Trong các thể 
kỷ XVII và XVIII, lý tưởng kết tỉnh tiên đề hóa và suy điễn 
hệ thống đã tàn lụi đi và đã mất ảnh hưởng, tuy rằng hình học 
cỗ xưa vẫn tiếp tục được đánh giá cao. Sự tư duy logic hoàn 
hảo xuất phát từ những định nghĩa rành mạch và tử những 
tiên đề “hiền nhiên” không mâu thuẫn với nhau đã không 
còn làm vừa lòng những người khai phá kiến thức toán học 
mới. Đắm minh trong những dự đoán trực giác, bằng cách 
pha trộn những kết luận biền nhiên với những khẳng định 
huyền bí phi lý, bằng cách tin tưởng mù quảng vào lực lượng 
siêu đẳng của các qui trình hình thức, bọđã phát hiện ra một 
thể giới toán bọc mới vô cùng phong phú. Song dàn đà, trạng 
thái phấn chãn cao độ của tư tưởng được cồ vũ bởi những 
thắng lợi oanh liệt, đã nhường chỗ cho thái độ thận trọng và 
ý.thức phê bình. Trong thế kỷ XIX; ý thức về sự cần “hiết 
phải củng cố khoa học, đặc biệt có liên quan tới những nhu 
cầu của giáo đục cao đẳng; được phát triền rộng rãi sau cách 
mạng Pháp, đã dẫn tới sự xét lại cơ sở của toán học mới. Họ 
đä đặc biệt chú ý tới phép tính vỉ tích phân và việc làm sáng 
tổ khái niệm giới hạn. Như vậy, thế kỷ XIX không những đã 
trở nên môt kỷ nguyên của những thắng lợi mới mà còn được 
đánh dấu bởi sự quay trở lại có kết quả lý tưởng cồ điền về 
sự chính xác và chặt chẽ của các chứng minh. Về mặt này thì 
khuôn mẫu Hy Lạp đã bị vượt qua, Một lần nữa, con lắc đã 
nghiêng về phía sự hoàn hảo lôgic và sự trừu tượng. Hiện 
nay; chúnØ ta còn chưa vượt ra khỏi thời kỷ đó. đẫu rằng có 
cơ sở đề hy vọng sự gián đoạn đáng buồn được tạo nên giữa 
toán học thuần túy và những ứng dụng sinh động của nó có 
thề được thay thế bởi sự thống nhất chặt chế hơn trong thời 
kỳ xét lại có phê phán. Ngày nay; một khối lượng những lực 
nội tại sáng tAo và sự đơn giẫn hóa cao độ đạt được trên cơ 
sở của sự thâu hiều đã cho phép ta sử dụng ¡nột lý thuyết 
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toán học sao cho những ứng dụng không bị bỏ qua. Việc thiết 
lộp lại mối liên hệ hữu cơ giữa tri thức thuần túy và trí thức 
ứng dụng. sự cân bằng lành mạnh giữa tính khái quát trừu 
tượng và tính cụ thề phong phú chính là nhiệm vụ của toán 
học trong một tương lai gần đây. 


Ở đây ta không có điều kiện phân tích học về mặt triết 
học boặc tâm lý học một cách tỉ mỉ. Chỉ muốn nhắn 
mạch vào một số thời điềm. Theo tôi, việc nhấn mạnh qui 
đáng tính chất tiên đề—suy điễn của toán học là nguy hiểm. 
Tất nhiên cái khởi đầu của sự sáng tạo có tính chất kiến 
thiết. Khó ai có thề chứa chất trong các diễn đạt triết học cái 
khởi đầu trực giác — là nguồn gốc của các tư tưởng của chúng 
ta và những luận cứ của chúng ta; tuy nhiên cái kbơi đầu đó 
lại là bản chất thực sư của mọi phát minh toán học, kề cả 
khi nó thuộc vào những lĩnh vực trừu tượng nhất. Nếu một 
hình thức suy diễn rành mạch là mục đích thì động lực của 
toán học phải là trực giác và; kiến thiết. Trong giả thiết cho 
rằng, toán học là một hệ thống các hệ quả rút ra từ các định 
nghĩa và tiên đề chỉ cần tương thích với nhan; bộ phận còn 
lại là sản phầm của sự tưởng tượng tự do của nhà toán học; 
chứa trong nó mối đe dọa nghiêm trọng đối với bản thân sự tồn 
tại của khoa học. Nếu thực sự như vậy thì toán học sẽ làm một 
việc không xứng đáng của con người biết suy nghĩ. Nó chỉ là 
một trò chơi với các định nghĩa; qui tắc và phép tam đoạn luật 
mà không có nguyên nhân; không có mục đích. Biều tượng 
theo đó trí tuệ con người có thề sáng tạo ra những bệ tiên 
đề đã mất mọi ý nghĩa; sẽ là một sự lừa đối. Chỉ có thề thu 
được những kết quả có giá trị khoa học nếu thấy rõ trách 
nhiệm năng nề trước thiên nhiên và tuân theo một nhụ cầu 
nội tại nào đó. 


Tuy xu hướng giải tích logic suy tưởng chưa phải là toàn 
bộ toán học nhưng trồ cũng giúp chúng ta nhận thức sâu sắc 
hơn những sự kiện toán học và những sự phụ thuộc lẫn 
nhau giữa chúng và giúp ta nắm vững hơn bản chất các kbái 
niệm toán học. Chinh từ xu hướng đó đã nảy sinh ra mộ! 
quan (điềm hiện đại đối với toán học xem như mẫu mực của 
tuột phương pháp khoa học được áp dụng vạn nắng. 
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Dù ta đứng trên một quan điềm triết học nào thì mọi nhiệm 
vụ nghiên cứu khoa học đều được quy về thái độ của ta 
đối với các sự tật được cảm thụ và đối với các công cụ 
nghiên cứu. Tát nhiên, bẩn thAn sự cảm thụ chưa phải là 
trì thức, chưa phải là sự thông hiều; còn phải phù hợp 
chủng với nhau và cất nghĩa bằng thuật ngữ một số nội 
dung cơ bản đằng sau chúng. * Vật tự thân» không phải là 
đối tượng trực tiếp của một nghiên cứu vật lý mà thuộc 
về lĩnh vực siêu hình. Nhưng đối với một phương pháp 
khoa học thì điều quan trọng là sự từ bỏ các suy luận siêu 
hình, chung qui là sự biều thị mọi sự kiện quan sát được 
dưới dạng các khái niệm và các phép dựng: Sự từ bỏ tham 
vọng nhận thức bản chất của ®vật tự thân ®. nhận thức tính 
chân lý cuối cùng cũng như sự giải đáp bản chất nội tại của 
thế giới, có thề sẽ là một gánh nặng về tâm lý đối với những 
người nhiệt tâm ngây thơ; nhưng sự từ bỏ đó lại có hiệu 
quả cao đối với sự phát triền của tư tưởng khoa bọc hiện đại. 

Một số phát mính vĩ đại nhất về vật lý đã buộc ta phải 
tuân theo nguyên tắcthủ tiêu duy tâm siêu hình. Khi Anhstanh 
định đưa khái niệm những sự kiện đồng thời. phát sinh từ 
những địa điềm khác nhau" vào số những hiện tượng quan 
sát và khi ông hiều rằng niềm tin bản thân khái niệm này 
tất phải có một ý nghĩa chính xác nào đó mới chỉ là mội tiên 
đoán siêu hình thì trong phát minh đó đã chứa đựng mầm 
mống của lý thuyết tương đối của ông. Khi Niels Bohr và các 
hoo trò của ông cân nhắc kỹ sự kiện một quan sát vật lý 
học tùy ý có liên quan đến tác dụng tương hỗ giữa dụng cụ 
và vật được quan sát thì ông đã thấy rõ rằng không thê có 
một định nghĩa vị trí và vận tốc của,phần tử đồng thời chính 
xác theo nghĩa mà nó được hiểu trong vật lý. Những bệ quả 
xa hơn của phát minh này đã tạo nên hệ thống cơ lượng tử 
hiện đại mà ngày nay mỗi nhà vật lý học đều biết. Trong thế 
kỷ XIX đã có một tư tưởng thống trị. đó là tư tưởng cho 
rằng các lực cơ học và sự chuyền động của các phân tử trong 
không gian là các vật tự thân; còn điện. ánh sáng và từ có 
thì qui về cúc hiện tượng cơ học (hoặc «giải thích» bằng 
thuật pgữ cơ học) tương tự như đã làm đối với lý thuyết 
nhiệt. Khái niệm về một môi trưởng có tính chất giả định ~ 
gọi là côi trường cê-te» — đã được đề xuất cho thích hợp 
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vợi nhừug chuyển động cơ học không hoàn toàn chỉnh đang 
mà ta coi là ảnh sảng và điện. Dần dà đã thấy rõ ê te này 
không quan sát đươc, tức là khải niệm này thuộc về siêu hình 
nhiều hơn là thuộc về vật lý. Sau đó thì tư tưởng giải thích 
một tái cơ học các hiện tượng điện và ảnh sắng và cùng với 
nó khải niệm về ête đã bị đứt khoát loại bổ. 

Trong toàn học cũng có một tình huống (ương tư như thể, 
thậm chí còn rõ ràng hơn, Trong nhiều thế ký; các nhà toán 
hẹc đã xem những sự vật mà họ quan tAm — số. đường 
thẳng v.v... như là những vật tự thân. Song vì những bản thẻ 
đó không thích hợp với những ý định mô tả chính xác nào 
về bản chất của chúng. trong các nhà toản học thê kỷ XI 
đã hình thành mệt tư tưởng cho rằng vấn đề về giá trị của 
những khái niệm đó xem như những thực thế trong phạm vi 
toán học (và cả ở bất kỳ đâu) cũng đều không có ý nghĩa. 
Những khẳng dịnh toán học mà những thuật ngữ đó thâm 
nhập vào hoàn toàn khôn; thuộc về thực tại vật lý ; chúng 
chỉ thiết lập mối liên hệ tương hỗ giữa các «sự vật không xác 
định P và những qui tắc thao tác với những sự vật ấy. Không 
thề và không nên thảo luận trong toán học vấn đề điềm. đường 
thẳng và số, thực chất /d ợi. Điều thực sự quan trọng và có 
liên quan trực tiếp với các sự kiện *được khảo sát? là cấu 
trúc và. mối liên hệ tương hỏ giữa các sự vật đó: hai điểm 
thì xác định một đường thẳng ; theo những qui tắc nhất định 
thì từ các số này ta suy ra được các số khẢ‹: v.v... 

Nhận thức được một cách rõ ràng sự cần thiết phải từ bỏ 
quan niệm cho rằng các khái niệm toán học cơ bắn như là 
những sự vật có thực là một trong những chiến cóng quan 
trọng nhất của sự phát triền tiên đề hóa hiện nay của 
toán học. 

May mắn thay; tư tưởng sàng tạo đang lắng quên đi những 
tín ngưỡng triết học giáo điều ngay khi mà những phát mỉinh 
có tỉnh chất kiến thiết còn quyến luyến chúng. Và đối với các 
chuyên gia cũng như đối với những người yêu thích toán học 
thì không phải triết học mà chỉ có sự tận tụy nghiền cứn 
bản thân toán học mới có thề trả lời được câu hồi. Toán họ‹. 
là gì? 


12 


http://tieulun.hopto.org 


CHƯƠNG Ï 


SỐ TỰ NHIÊN 


MỞ ĐẦU 
Số là khái niệm cơ bản của toán học biện đại,Nhưng 
: 1 1 1 1 1 
số là ì? Nếu ta nói rằ — — =Ỉ,—.—=— 
: kb 2 + 2 2 2 4 


hoặc (— 1). (— 1) = 1 thì những điều khẳng định này 
có ý nghĩa gì? Trong nhà trường: ta nghiên cứu kỹ 
thuật tính toán với các phân số và với các số âm, tuy 
nhiên, muốn hiều thực sự cách xây dựng một hệ thống 
sẽ mà chỉ giới hạn trong phạm vi những kiến thức sơ 
cấp thì không đủ, mà phải đi xa hơn một chút nữa, 
Người Hy Lạp thời cô đã dùng các khái niệm hình học 
« điền » và «dường thẳng » làm cơ sở cho toán học 
của mình; nhưng xét cho cùng thì việc qui mọi khẳng 
định về các khẳng định đối với các số (ự nhién 1, 2, 3,... 
đã trở thành nguyên tắc chủ đạo của toán học biện 
đại. « Thượng. đế tạo ra số tự nhiên, còn mọi cải khác 
là công trình sáng tạo của con người». Với câu nói đỏ 
Lêôpôn Crônecke (1823 — 1891) đã xác định nền móng 
vững chắc của tòa nhà toán học. 

Số dùng đề đếm các vật thê có trong những tập hợp 
này hay tập hợp khác. Số dứt khoảt không có liên hệ 
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gì với đặc điềm cá thể của các vật thể được đếm. Chẳng 
han, số «sáu» là kết quả của sự trừu tượng hóa nảy 
sinh ra khi xem xét các loại tập hợp gồm có sáu dối 
tượng: nó hoàn toàn không phụ thuộc vào các thuộc 
tỉnh đặc thù của những vẬt thể dỏ, cũng không phu 
thuộc vào các ký hiện được dùng đến. Tuy nhiên tính 
chất trừu tượng của các tư tưởng về số chỉ trở nên 
sáng tỏ trên một mức độ phát triền rất cao về trí tuệ. 
Dưởi con mắt của đứa trẻ thì các con số luôn luôn liên 
kết với các vật thể có thề sờ mó được như những ngón 
tay hoặc những hòn sồi; trong ngôn ngữ của nhân dân 
thì các con số cũng được hiều một cách cụ thê. Đỏ là 
các tồ hợp khác nhau về số lượng được dùng đề biều 
thị các vật thể khác loại nhau. 

- Chủng ta lợi đụng một điều là, nhà toán học (tự bản 
thân tình) không bắt buộc phải nghiên cứu vấn đề 
triết học của sự chuyền từ những tập hợp đối tượng cụ 
thẻ đến khái niệm số trừu tượng. Bởi thế, chủng ta coi 
các số tự nhiên như là những số cho trước cùng với 
hai phép toán cơ bản được thực hiện trên các số đó: 
phép cộng và phép nhân. 


§ 1. CÁC PHÉP TOÁN VỀ SỐ TỰ NHIÊN 


1. Các định luật số học. Số học là một lý thuyết toán 
học của các số &r nhiên (hoặc các số nguyên đương). 
Lỷ thuyết này dựa trên một sự kiện là, phép cộng và 
phép nhân các số nguyên tuần theo những định luật 
nào đó. Muốn diễn đạt những định luật đó một cách 
khải quát thì không thề dùng các ký hiệu hiểu 1, 2, 3 có 
liên quan đến những số cụ thể xác định. Khẳng dịnh: 


il+2=2+t 
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chỉ là trường hợp riêng của một định luật tồng quải, 
nội dung của nó là, tồng của hai số không phụ thuộc 
vào thứ tự mà xem xét chúng. Nếu ta muốn biểu thị 
một tư tưởng là có một hệ thức giữa các số nguyên, dù 
các số được xem xét như thế nào, thì ta biều thị chúng 
bằng kỷ hiệu, chẳng hạn bằng các chữ a, b, c,... Nếu 
như sự thỏa thuàn như vậy được thừa nhận thì viẹc 
diễn đạt năm định luật cơ bản của số học là dễ dàng 
Yà quen thuộc với bạn đọc : 

l)a-+-b=b+a, 2) ab = ba, 

34a ‡(b-+©)=(a+b)+c, 

4) a (bc) = (ab) c,5)a  (b+ c)=›: ab + ac. 

Hai định luật đầu tiên — định luật gido hoán của 
phép cộng và định luật giao hoán của phép nhân — 
chỉ rằng, khi cộng và nhân có thể thay đồi thứ tự của 
các số mà trên đó ta thực hiện phép toán. Định luật 
thứ ba — định luật kết hợp của phép công — chỉ rằng, 
khi cộng ba số ta được cùng một kết quả như nhau 
mà không phụ thuộc vào việc ta cộng tông của số thử 
hai và số thứ ba vào số thứ nhất hay cộng số thứ 
ba vào tồnz của số thứ nhất và số thứ hai. Định luật 
thứ tư là định luật kết hợp của phép nhân. Định luật cuối 
cùng là định luật phân phối xác nhận rằng, khi nhân 
một tồng với một số nguyên nào đó có thề nhân mỗi 
số hạng của tông với số đó và cộng các tích tìm 
được lại. 

Các định luật số học này rất đơn giản và thậm chỉ có 
vẻ hiền nhiên. Song cần lưu ý rằng chúng có thể 
không áp dụng được với các đối tượng khác không 
phải là số tự nhiên. Chẳng hạn, nếu a và b không biều 
thị các số mà biểu thị các chất hóa học và nếu «phép 
còng » được hiểu theo nghĩa thông thường thì dễ thấy 
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rằng định luật giao hoán của phép cộng không phải bao 
giở cũng đúng. Thực vậy, nếu đồ axit sunfuric vào 
nước thì được dung dịch uyii loãng nhưng nếu đồ 


RE TRETHI EXKEHAANEOOEEIXXTS, 


Hình 1. Phép cộng 


nước vào axit sunfuric thì có thề gây tai họa cho 
người thí nghiệm. Những minh họa kiều như vậy 
có thể chứng tỏ rằng trong «số học» hóa học cỏ khỉ 
các định luật kết hợp và phân phối của phép cộng bị 
loại trừ. Như vậy, có thề hình dung ra những loại 
hệ thống số học mà trong đó một hoặc một số các 
định luật 1),..., 5) mất hiệu lực. Những hệ thống số học 
như vậy đã được thực sự nghiên cứu trong toán học 
hiện đại. Cơ sở của các định luật 1)..., 5) là một mô hình 
cụ thể của khái niệm số nguyên trừu tượng. Đáng lễ 
dùng các ký hiệu thông thường 1, 2, 3vv... thì ta biều 
thị số các đối tượng trong một tập hợp cho trước (thi 
dụ số quả táo trên một cây) bằng một hệ thống điềm 
trong ngăn kéo » sao cho mỗi điềm tương ứng với 
một đối tượng, Trong khi thao tác với những ngăn kéo 
đó, ta có thể nghiên cứu các định luật của số bọc các 
sẽ nguyên. Muốn cộng hai số nguyên a và b ta đầy hai 
ngăn kéo tương ứng sát vào nhau rồi bỏ vách ngăn đi. 
Muốn nhân a với b ta xếp các điềm trong hai ngăn kéo 
thành hàng rồi lập một ngăn kéo mới mà trong đó các 
điềm được sắp xếp thành a hàng ngang và b hàng đọc. 
Bây giờ, ta thấy rõ rằng các qui tắc 1),.„ 5) biểu thị 
các tính chất trực giác hiền nhiên của các phép toán 
với các nuăn kéo mà ta dã đưa vào. 


16 


http://tieulun.hopto.org 


Dựa vào định nghĩa phép cộng hai số nguyên, đến 
đây có thẻ dưa ra định nghĩa bút đẳng thức. Mỗi khẳng 
định trơng đương a <⁄b (€a nhỏ hơn b») và b>a («Ð 
lớn hơn a ») biều thị rằng có thể thu được ngăn kéo b 
từ ngăn kéo a bằng cách thêm vào một ngăn kéo thứ ba 
c thịch bợp sao cho b—a-+c. Nếu vậy, ta có thề viết: 
c=b—a và phép toán trừ cũng được định nghĩa. 


ŒG===mxE=— * 


H 9. Phép nhân 


/T.3. Định luật phân- phối 


Phép cộng và phép trừ là các phép toán ngược nhau, 
chẳng hạn, nếu cộng số d vào số a rồi lấy kết quả tìm 
được trừ đi d thì lại được số a: 

(a-+-d)—>d=a 

Cần lưu ý rằng số b— a chỉ được xác định với điều kiện 
b>a. Ý nghĩa của ký hiệu b—a nhứ là số nguyên âm 
với điều kiện b<<a sẽ được xót đến sau này (trang... ) 
Ký hiệu b >a (£€b lớn hơn hoặc bằng a») hoặc a<b 
(ca nhỏ hơn hoặc bằng b»), (đa không vượt quá b») 
thường được dùng với ý nghĩa là cái phủ định của a > b, 
Cho nên có thề viết 2>2 và cũng có thể viết 3 `>2, 

Ta còn có thể mở rộng thêm một chút phạm vỉ các 
§Ố nguyên dương mà ta đã biểu điễn bằng các ngăn kéo 
điềm. Ta đưa vào số nguyên « không » được biều diễn 
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bởi ngăn kéo hoàn toàn rỗng: ta qui ước biều thị ngăn 
kéo rỗng bằng kỷ hiệu 0 thông thường. Vậy thì theo 
định nghĩa phép cộng và phép nhân, với mọi số a ta có 
các hệ thức : 

a-+-0=a a.0=0 


Thực vậy, a-L0 biều thị sự thém một ngăn kéo rỗng 
vào ngăn kếo a, còn a.0 biều thị một ngăn kéo trong 
đó hoàn toàn không có hàng dọc nào, tức là ngăn kéo 
rỗng. Như vậy thi việc mở rộng định nghĩa phép trừ là 
hoàn: toàn tự nhiên nếu giả thiết a—=a=0 với mọi a- 
Đó là những tỉnh chất số học đặc trưng của số không. 


H.4. Phép trừ 


Các mô hình hình học như kiều ngăn kéo điềm được 
áp dụng rộng rãi trong tính toán số học cho đến cuối 
thời kỳ Trung cồ và chỉ sau đó mới đần dần nhường 
chỗ cho các phương pháp ký hiệu hoàn hảo hơn nhiều. 
dựa vào hệ thập phân. 


2. Biều điễn các số nguyên bảng các ký hiệu (phép 
viet số) Cần phân biệt rất thận trọng số nguyên với ký 
hiệu (thí dụ 5, V, vv... ) được dùng để tái tạo nó bằng 
cách viết. Trong hệ thập phân của ta thì số khòng và 
chin số tự nhiên đầu tiên được ký hiệu bởi các chữ 0, 
1,2,3, ..„ 9. Số lớn hơn, chẳng hạn «ba trăm bẩy 
mươi bai » được viết dưởi dạng: 

800 -- 70 -+L2 = 3.10 -L 7.10 + 2 


và trong hệ thập phân nỏ được viết bằng ký biện 322. 
Trong trường hợp này thì điều quan trọng là, giá trị 
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của mỏi chữ số 3, 7, 2 phụ thuộc vào vị trí của nó - phụ 
thuộc vào chó nó có đứng ở vị trí hàng đơn vị, hàng 
chục hoặc nàng trăm hay không. Dùng cgiá trị theo vị 
tri» của các chữ số (nguyên tắc vị trí), la có thề biểu 
điển một số tự nhiên tùy ý mà chỉ cần đến mười chữ 
số trong các tồ hợp khác nhau của chúng. Quy tắc chung 
của phép biều diễn như vậy được thể hiện bằng sờ đồ, 
được mình họa qua thí dụ : 


2 =a,10 + b.10?+c.10 +d 


trong đỏ a, b, e; d là các số nguyên từ số không đến 
số chín. Lúc này số Z được biêu diễn vắn tắt bằng kỷ 
hiện abcd. 

Tiện thề, ta lưu ý thêm rằng các hệ số d, c, b, a 
chẳng qua là các số dư trong phép chỉa liên tiếp số Z 
cùo 10. Chẳng hạn 


3722 | 10 


——— — 


2Jsz|i0 
zÌJ» |1 


so 





Dira vào cách viết số Z ở trên, ta chỉ biều thị được 
những số nhỏ hơn mười nghìn. Muốn biều thị các số 
lớn hơn mười nghìn cần năm chữ số hoặc shiều hơn 
thế nữa. Nếu Z là số bao hàm giữa mười nghìn và một 
trăn? nghìn thì ta có thể biểu điễn nó dưới dạng: 

Z= n.101-+b.103 + c.10? + d.10 + e 
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và ký hiệu là abcde. Một khẳng định tương tự cũng 
đúng đối với nh#ng số bao hàm giữa một trăm nghìn 
và một triệu vv.. Điều cực kỷ quan trọng ở đây là 
tìm phương pháp điễn đạt một cách tồng quát kết quả 
mà ta đã thu được bằng một công thức duy nhất. 


Có thề đạt được mạc đích này nếu ta biểu thị các 
hệ sð khác nhau e, d, c,.. bằng cùng một chữ a với 
các chỉ số khác nhau ứạ, ay, a;,... Vì ly thừa của 10 có 
thể lớn tùy ý cho nân ta khônz biều diễn lũy thửa bậc 
cao của 10 là 103 hoặc 10 như trong các thí dụ trên 
mà viết là 101 với n là số tự nhiên tùy ý. Bây giờ thì 
một số nguyên Z bất kỳ trong hệ thập phân sẽ được 
biều thị đưới dạng: 

Z= 0a. 10” +aa_y. 10°”!+,., +. 10 -†- aọ (1) 


và được ký hiệu là 3, A„2_y ñ8n_2 ‹‹- 8¡ 8ọ 

Cũng như trong thí đụ đã xét ở trên, ta nhận thấy ag. 
8, Đ3;.. aa là các số dư trong phép chia liên tiếp Z 
cho 10%. 


Trong hệ thập phân thì số « mười » đóng vai trò đặc 
biệt như là «cơ số » của hệ, Người nào chỉ tiếp xúc 
với những tính toán thực tế thì có thể không nhận 
thức được rõ việc tách ra số « mười » như vậy là quan 
trọng và một số nguyên tùy ý lớn hơn đơn vị cũng 
đều có thề đóng vai trò cơ số, Chẳng hạn, hoàn toàn 
có thể có hệ bẩy với cơ số bẩy. Trong hệ thống này 
một số nguyên được biều thị đưới dạng 


bạ 7° T+ bạ ¡ 72”! + s‹ Ăc bị + bạ, (2) 


trong đó các hệ số b biều thị các số nguyên trong 
phạm vi từ số không đến sáu. Số đó được viết là: 


bạ bar °.®. bị bạ 
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Chẳng hạn số «mội trăm linh chín? trong hệ bảy 
được viết là 214, vì: 
109 = 2.78 -+ 17-+-4. 
Đề luyện tập, bạn đọc có thỀ rút ra qui tắc cuune để 
chuyền từ cơ số 10 sang cơ số B bất kỷ: cần chia li¿u 


tiếp số Z cho B, các số đư sẽ là «các chữ số › của số đó 
trong hệ cơ số B. Thi đụ: 


1091 7 
4 2 7 


109 (hệ thập phân) = 214 (hệ bẩy) 

Tất nhiên nẩy ra vấn đề: có thể chọn một số nào đỏ 
thật vừa ý làm cơ số của hệ đếm không? Sau này ta 
sẽ thấy rằng, một cơ số quả nhỏ sẽ dẫn đến một số 
điều không thuận lợi; mặt khác một cơ số quá lớn đòi 
hỏi ta phải thuộc nhiều chữ số và phải nhở bằng nhân 
quá phức tạp. Có những ý kiến ủng bệ hệ cơ số mười 
hai với lý đo mười hai chia hết cho 2, cho 3, cho 4 và 
cho 6, do đó mà các phép tính liên quan với phép chia 
và với phân số đơn giản hơn một chút. Nhưng muốn 
viết một số tùy ý trong hộ mười hai cần có thêm hai 
chữ số đề biểu thị các số qmười» và «mười mội ». 
Giả thử « biều thị số s mười», ð biều thị số «mười 
một». Như vậy, trong hộ mười bai thì «mười hai ? 
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« được viết là 10, « hai mươi hai » là lx chai mươi bà » 
là 1B, còn « một trắm ba mươi mốt v là x3. 


Việc phát mỉinh ra cách viết theo vị trí đựa vào giá trì 
tùy theo vị trí của các chữ số được người Babilon 
khởi xưởng. Cách viết số như vậy được người Ấn Độ 
phát triền, nó có tác đụng vô cùng quí báu trong lịch sử 
văn rninh nhân loại. Các hệ thống viết sö cô hơn được 
xây dựng trên nguyên tắc cộng (*). Chẳng hạn, trong cách 
viết số La mã thì CXVHI biều thị « một trăm -+ một chục -+- 
nắm -+- một + một -- một». Các hệ thống Ai cập, 
Do Thái và Hy Lạp cũng ở trình độ đó. Sự bất tiện 
của hệ thống cộng đơn thuần là ở chỗ số ký hiệu mới 
đưa vào là vô hạn. Nhưng nhược điềm chủ yếu của hệ 
thống cồ (loại La mã) là qui trình tính toán rất khó: 
chỉ những chuyên gia mới có thể giải được những bài 
toán đơn giản nhất. Đối với hệ «vị trí» Ấn Độ đang 
được phồ biến hiệp nay thì tình thế hoàn toàn khác. 
Nó xuất hiện ở châu Âu thời Trung Cồ thông qua các 
thương nhân người l(alia và cuối cùng thì người theo 
đạo Hồi làm chủ được nó. Hệ vị trí có một tính chất 
đặc biệt thuận lợi là mọi số từ nhỏ đến lớn dẻu được 
viết nhờ một số Ít kỷ hiệu khác nhau : trong hệ thập 
phân thì đỏ là các chữ số  Rập «0,1, 2, .., 9». Việc 
tính toán để đàng trong hệ này cũng có ý nghĩa không 
nhỏ. Các qui tắc tính toán với các số viết theo nguyên 
tắc vị trí có thể tóm tắt được dưới đạng bảng cộng và 
nhân và có thề nhớ mãi được. Phương pháp tính toán cồ 





—_——— 


(*) Tuwc ra thì các yếu tố Svị trí» vẫn tồn tại trong phép 
viết @Õ La MS. Nói chúng, thứ tự sắp đặt ccác bàng ® có 
vai trò của nó z chẳng hạn, Ví = V + l, nhưng IV = V~—I. 
LX = L-+ X những XU =L—X... 
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mà trước kia chỉ một số ít người trong giới thượng lưu 
nắm được thì nay đã được đem dạy trong các trường cúp 
một. Trong lịch sử văn hóa ít có những thi dụ mà sự 
tiến bộ khoa học lại ảnh hưởng sâu sắc, nhẹ nhàng đến 
đời sống thực tiễn như thế. 

3. Các phép tính toán số học trong các hệ đếm không 
thập phan. Vai trò của một chục» đã bắt nguồn từ 
nền văn minh và chắc chẳn có liên quan đến việc đếm 
theo ngón của hai bàn tay. Nhưng cách gọi tên các số 
lượng trong những ngôn ngữ khác nhau chửng tổ rằng 
thời xưa có những hệ đếm khác nhau với cơ số 20 và 
12. Trong tiếng Đức và tiềng Anh thì các từ biểu thị 
¡1 và 12 không hình thành theo « nguyên tắc thập phân 2 
kết hợp một chục với các đơn vị: chúng độc lập về 
ngôn ngữ với các từ biểu thị số 10, Trong tiếng Pháp, 
vác từ biều thị 20 và 80) cho phép ta giả thiết sự tồn 
tại của hệ cơ số 20 đã được dùng cho những nhu cầu 
nào đó. Trong tiếng Đan Mạch thì từ halvfirsindstyve 
biểu thị cho số 70 có nghĩa là « nửa đoạn đường từ ba 
lầu hai mươi đến bốn lần hai mươi». Các nhà thiên 
ván Babilon đã dùng hệ cơ số 60; nhờ sự kiện này mà 
ta giải thích được tại sao giờ và độ góc dược chia thành 
60 phút. Tất nhiên trong các hệ đếm không thập phân 
thì các qui tắc số học cũng giống như trong hệ thập 
phân nhưng bảng cộng và nhân các số có một chữ số 
thì lại khác. Do đã quen với hệ thập phân và đã gắn 
bó với các danh số trong ngôn ngữ của chúng ta, do đó 
lúc đầu ta sẽ vấp phải khó khăn đáng kề nếu ta định 
tính toán theo những hệ thống khác. Ta hãy thử tập 
làm tính nhân theo hệ bảy, 


(* Trong tiếng Pháp từ biều thị 80 có nghĩa là bốn lần 
hai mượi ÍN D). 
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Trưởc khi bắt tay vào việc, cần viết bai bảng tính 
nhỗ mà ta sẽ dùng đến. 


Cộng 1 2 3 4 5 6 Nhân l1 2 3 4 5 6 


_J_—_—_—_————————————__—}ỪƑý—cờ Ƒ_—_ {THỊ TC, ¬.—arsrssrsmasarmasasssnaamssszarsaaraasszasarararmasaraannnnnsnmaamritsasaSEBnR 
` 


I 2 3 4 5 6 10 1|1 2 3 4 5 6 
2 3 4 5 6 1011 212 4 6 111315 
3 4 5 6 10 1l 12 3 |3 6 12 15 2124 
4 5 6 1011 12 13 4 |4 11 1ỗ 22 26 33 
5 6 10 11 12 13 14 5 |5 13 21 26 34 42 
6 10 11 12 13 14 tã 6 |6 15 24 33 42 ñ1 


Bây giờ ta nhân 265 với 24, những số này đều được 
viết trong hệ bảy (Trong hệ thập phân thì viết là: 
nhân 145 với 18). Đầu tiên, nhàn ð với 4 ta được 26 
(xem bảng nhân). Ta viết ở hàng đơn vị nhở 2 sang 

bàng sau. Tiếp tục, ta được 4.6 = 33 và 

s 265 33-285. Viết số 5 vào hàng chục rồi 

24 cứ thế cho đến hết. Cộng các số 1456 và 
148g 5630 ta được 6= U= 6 ở hàng đơn vị, sau 
563Ó đó ở hàng «chục» ta được ð -+- 3 = 11. Ta 
10416 viết 1 và nhớ 1 sang hàng « trăm », ở hàng 
này ta có 1-6-4714. Kết quả cuối 
cùng là 265. 24 = 10416, Đề thử lại ta làm phép tính 
đó trong hệ thập phân. Muốn viết số 10416 theo hệ thập 
phân ta tìm lũy thừa của 7 cho đến bậc bốn: 7# = 19, 
79 ¬ 343, 7° = 2101. Từ đó suy ra 10416 = 2401 + 4 

49 + 7+6, trong đó vế phải của đẳng thức này đã 
được viết theo hệ thập phân. Cộng các số ở vế phải, ta 
thấy số 10416 trong hệ bảy bằng số 2610 trong hệ thập 
phân. Bây giờ ta nhân 145 với 18 trong hệ thập phân: 
kết quả cũng bằng 2610. Về quan điềm lý thuyết thì 
thột hệ thống cơ số 2 xây dựng theo nguyên tắc vị trí 
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nồi bật ở khía cạnh đó là hệ có cơ số nhỗ nhất trong 
các cơ số có thề có được. Trong hệ nhị nhân này chỉ 
có hai chữ số 0 và 1; mọi số khác đầu được viết bằng 
các tồ hợp cua những ký hiệu đó. Các bảng vộng và 
nhân dược qui về hai qui tắc: 1-}1 =10 và 1.1=1. 
Nhưng tính không thực tiễn của hệ thống này khá hiền 
nhiên “`; muốn biều thị các số không lớn lắm đã phải 
dùng đến những biều thức khá dải. Chẳng hạn, số bảy 
mươi chín được biều thị đưởi đạng 1.28-- 0. 2?-+-0- 
.24-+1,23-†.1.2? 1.,2-+1 và được viết trong hệ nhị 
phân là 1001111. 

Đề minh họa sự đơn giản của phép nhân trong hệ nhị 
phân, ta nhân số bảy với năm viết dưởi dạng 111 và 
101. Đề ý rằng trong hệ này thì 1 - 1 = 10, ta viết: 

111 
101 


111 
111 


100011 = 25 + 2 + 1 


Kết quả ta được ba.mươi lăm như đã biết. Gôtphrit 
Vinhem Leibnitx (1646 — 1716), một trong những 
người thông thái nhất thời bấy giờ đã đánh giả rất cao 
hệ nhị phân. Laplaxơ đã nói về điều này như san: 
«Leibnitx đã thấy mẫu mực của sự sáng tạo trong sỐ 
học nhị phân của mình, ông cho rằng đơn vị là khởi 
điềm thần bí, còn số không là sự không tồn tại, thượng 
đế tạo ra muôn loàitừ sự không tồn tại y như đơn vị 
và số không biểu thị cho mọi con số trong hệ của ông »„ 


(° Từ thời gian viết cuốn sách. 
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$2. SỰ VÔ HẠN CỦA HỆ THỐNG CÁC SỐ TỰ NHIÊN. 
PHÉP QUI NẠP TOÁN HỌC 


i. Nguyên lý qui nẹp toán học. Dãy số tự nhiên 1, 2, 
3, 4... không có số tận củng: thực vậy, nến có một số 
tự nhiên n nào đó, thì ngay sau nó đã có thể viết số tự 
nhiên n + 1. Để gọi tên tính chất như vậy của dãy số 
tự nhiên, ta nói rằng nó là một tập hợp oô hạn. Dầy số 
tự nhiên là một thí dụ đơn giản nhất và tự nhiên nhất 
của sự vô hạn (với ý nghĩa toản học) đóng vai trò chủ 
đạo trong toán học hiện đại. Trong cuốn sách này có 
nhiều chỗ đề cập đến tập hợp vô hạn các sự vật, chẳng 
hạn như tập hợp điềm trên đường thẳng hoặc tập hợp 
tan giác trong mặt phẳng. Nhưng, dãy vô bạn số tự 
hiên chắc chắn là một thí đụ đơn giản nhất của tập 
họn vô :ạn. 

Việc chuyên từng bước liên tiếp từ n đến n + 1 đề 
sinh ra dãy số tr nhiên vô hạn là cơ sở của một trong 
những lập luận quan trọnu nhất và điền hình nhất của 
toán học — nguyên lý qui nạp toán học. « Quy nạp thirc 
nghiệm » thường được sử dụng trong các ngành khoa 
học tự nhiêền, sẵn cứ vào một loạt cảc quan sát riêng 
rẻ về một hiện tượng pào đó mà đi đến sự thừa nhận 
một qui luật chung rnÀ hiện tượng ấy phải tuần theo 
dưới mọi hình thức khác nhau của nó. Mức độ tín cây 
của một qui luật được xáo lập theo cách như vậy phụ 
thuộc vào số các quan sát riêng biệt và phụ thuộc vào 
những kết luận rút ra từ đó. Thông thường: thì những 
lập luận qui nạp loại tương tự là hoàn toàn đáng tin 
cảy ; khẳng định rằng ngày mai Mặt Trời mọc từ hưởng 
đồng là hiền nhiên đến nỗi điều đó nói chung sổ xảy 
ra, nhưng trong trường hợp này thì tính chất của sự 
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xác nhận hoàn toàn khắc với trường hợp một định lý 
được chứng minh bằng những lập luận logic chặt chỗ 
tức là bằng những lập luận toán học. 

Phép qui nạp (oán học được ấp dụng với một phương 
pháp khác biệt có mục đích xác lập tính chân lý của 
các định lý toán học tại một dãy vô hạn các trường hợp 
(trường hợp thử nhất, thứ hai, thứ bav.v.., không có 
ngoại lệ). Ta biều thị A là một khẳng định nào đỏ đối 
với một số tự nhiên n bất kỳ. Giả sử AÁ là khẳng định: 
« Tồng các góc trong của một đa giác lồi n-+2 cạnh 
bẵng 180°. n›. Hoặc biều thị A' là khẳng định «n đường 
thÃng trên mặt phẳng không thể chia mặt phẳng đó ra 
nhiều hơn 2°" phần». Muốn chứng mỉnh một định lý 
như vậy đối với một giá trị tùy ý của n thì chứng 
minh nó đối với 10, 100 hoặc thậm chỉ 1000 giá trị đầu 
tiên của n cũng là chưa đủ. Đó chính là nguyên tắc của 
qui nạp thực nghiệm. Thay thế vào đó ta sẽ dùng một 
lập luận toán học chặt chế hoàn toàn không có tíith 
chất thực nghiệm, ta sẽ làm sáng tỏ những đặc điều 
của nó thông qua các thi dụ về chứng minh các mệnh 
đề A và A'. Ta xét mệnh đề A. Nếu n = Í thì mệnh đề 
đỏ nói về hinh tam giác, trong hình học sơ cấp ta đã 
biết rẫng, tồng các góc trong của tam giác bằng 
180%. 1. Trong trường hợp hình tứ giác (n = 2), ta vẽ 
đường chéo phân chia tứ giác thành hai tam giác, bây 
giờ thì đã rõ ràng tồng các góc của tử giác bằng tỒng 
các góc của hai tam giác, tức là bằng 180° + 1009 = 
= 180°.2, Cũng bằng cách như trên ta phân chia nzñ 
giác thành roột tử giác và một tam giác. Vì tử giác có 
tồng các góc là 189%.2 và tam giác có tỒng các góc 
là 180°. 1, cho nên tổng các góc của ngũ giác là 
1809. 3. Dày giờ thì rõ ràng lâp luận có thể tiếp tục 
nrãi theo cách hoàn toàn tương tự. Ta chứng minh định 
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lý cbo trường! hợp n= 4, sau đỏ cho trường bợp 
n = ỗð v.v... Mối kết luận tiếp sau được suy ra từ kết 
luận trước nó và định lý ÀÁ được thừa nhận đổi với 
giá trịn bất kỳ. 


Tình hình cũng xảy ra như vậy đối với mệnh dồ À. 
Khi n = 1 thì đŸ nhiên là nó đúng vì mọi đường thẳng 
đều chia mặt phẳng ra làm 2 phần. Ta về một đường 
thẳng thứ hai, Nó chia mỗi phần trước làm hai phần 
với điều kiện đường thẳng thử hai không soug song 
với đường thẳng thứ nhất. Nhưng, dù thế nào chăng 
nữa thì trong trường hợp n =2 có không nhiều hơn 
4 — 2* phần. Ta lại về thêm đường thẳng thứ ba. Mỗi 
phần đã có hoặc bị chỉa làm hai phần, hoặc khônz bị 
chia, Do đó số phần mới không vượt quá 22,2 = 2%. 
Thừa nhận điều này, ta sổ giải quyết được trường hợp 
tiếp theo v.v. quá trình này không bao giờ kết thúc. 


Bản chất của lập luận trên là ở chỗ, khi muốn chứng 
minh sự đúng đắn của một định tỷ A tổng quát nào 
đó đối với mọi giả trị của n, ta chửng mình định tý đó 
cho môt dẩy vô hạn liên tiếp các trường hợp riêng 
.Áœ Áas.. Tính khả hiện của lập luận đỏ đựa trên bai 
tiền đề: | 

a) Có một phương pháp chủng đề chứng mình rằng 
nếu A, đúng thì khẳng định tiếp theo A, +-1 cũng 
đúng. 

b) Đã biết khẳng định thử nhất A; là đúng cơ sở đề 
cho hai điều kiện đó là đủ đảm bảo cho mọi khẳng 
định Ái, Aa; Aa;... cũng đúng là một nguyên lỷ lôgie mà 
nó mang một ý nghĩa nền tảng trong toán học giống 
rhư những qui tắc cô điền của lôgic Arixtôt. 
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Ta phát biều nguyên lý đó như sau Giả thử phải 
xác lập sự đúng đắn của một dãy vỏ hạn các mệnh đề 
toán học A, À;,A;... mà toàn thề hợp thành một mệnh 
đề tồng quát A. Giả thiết rằng : 


a) Thực tiện được một lập luận toán học chứng (tỏ 
rằng nếu A, đúng thì A -+- 1 cũng đúng oới mọi số tự 
thiền r 0à 

b) Xác nhận được rằng +1, đúng. Lúc này thÌ mọi mệnh 
đề của dâu là đúng 0uà do đó, mệnh đề \Á được chứng 
mình, Ta chấp nhận nguyên lý qui nạp mà không loài 
nghỉ gì (cũng; như ta dã chấp nhận mọi qui tắc của 
logic thông thường) và xem nó là nguyên lý cơ sở của 
chứng minh toán học, Thực ra, ta có thề xác lập sự 
đúng đẳn của mối khẳng định À„ bằng cách xuất phảt 
từ giả thiết b) cho rằng A, là đúng và áp dụng nhiều 
lần giả thiết a) chứng minh liên tiếp sự đúng đắn của 
các khẳng định Á¿, Á¿;¿ À„.... cho đến A,. Nguyên lý 
qui nạp toán học được suy ra từ một sự kiện là ngay 
sau mỗi số tự nhiên r có một số tr nhiên khác r +] 
và bắt đầu từ số tự nhiên 1 có thề đạt tới số tự nhiên 
n sau một số hữu hạn bước như Vvày. 


Thường thường ta áp dụng nguyên lỷ qui nạp toan 
học mà không nêu rõ sự lặp lại đó hoặc nguyên lý này 
được ần sau công thức 4 và cứ như thế mãi». Dạng ần 
này của việc áp dụng nguyên lý qui nạp là đặc điềm 
của giãng dạy toán học sơ cấp. Nhưng khi chứng minh 
các định lý khác sâu sắc hơn, tế nhị hơn không thể 
không vận dụng nguyên lý đó một cách tường mình. 
Ta nêu ra ở đây một số thí dụ đơn giản nhưng dẫu 
sao cũng không phải là hoàn toàn tầm thường. 


2. Cấp sở cộng Tổng 1-+2-+- 3 +....n của n số tự 


nhiên đầu tiên bằng như với mọi ủ, 
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Muốn chứng mỉnh định lý này kẵng qui nạp toán 
học ta phải xác lập sự đủng đa của các hệ thức Á› 
vớởi mọi n: 


l+2+3.+n= S62) 4) 


a) Nếu r là một số tự nhiên nào đó và nếu khẳng 
định A, là đúng, tức là nếu 


-1+3+3+...+r H3. 


thì thêm vào hai vế của đẳng thức sau này r + Í 
ta được 


il+2+3...+"+(r+i)= — +(r+-1)= 
-Ö tư +) +2ứŒ@+ 1) _ ŒŒ+1)ứœ +2) 
2 2 


đó chính là khẳng định A,+; 
b) Khẳng định A; biền nhiên là đúng vì Ì = =a 


Như vậy, theo nguyên lý qui nạp toán học thì khẳng 
định A„là đúng với mọi n, đó là diều phải chứng minh. 
Người ta còn thường chứng minh định lý này bằng 
cách khác. Ta viết tồng 1 -+ 2+ 3+... -+ r dưới 
hai dạng : 

S =1+2+..+(a—1+n 

S„=n+(n—†?)+..+2+1 

Ta thấy các số nẵm trên một hàng dọc còng lại bằng 
n-}1. Vì có tất cả n bàng dọc, ta suy ra: 
25. =: n (n-L Í) 

và bây giờ chỉ còn phải chia cho 2 là xong. 


l 
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Từ công thức (1) ta suy ra nuay công thức tÔng quát 
của tông (n + 1) số hạng đầu tiên của cấp sể cộng: 
PL ma +(a + đ) + (a + 2d) +... + (a + nđ) = 
_.. (n +1) (2a + nđ) 


2 


Thực vậy, 
P,= (n+1)a+(1+2+..+nd=(n-+1)ea+ 
+ {+ 1)d 2(n+1)a+n(n+i)d 
ĐK Ty N wNNNG 
- (+ 1) (2a + nd) 
2 


Trong trường hợp a =0, d1, hộ thức seu cùng 
này trở thành hệ thức (1). 


3. Cấp s cộng. Cũng có thề nghiên cứu cấp số nhàn 
(dưới dạng tồng quát) bằng cách mhư trên. Ta sẽ 
chứng minh rằng với mọi n thì: 

— q°+! 
n (3) 

1¬q 
(ta giả thiết q “1 vì nếu không, vế phải của (3) không 
có nghĩa). 


Ga = 8 + aq + aq? +... +©aq? = an 


Tất nhiên khẳng định của ta đủng với n — 1, vì trong 
trường hợp này thì : 


và nếu ta giả định rằng 





G, = a- aq +... + aq' = a 
thì suy ra ngay: 
Gy„+¡ = (a-E 2đ +... +©aqg) -++oag r—1= 
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(leq  ”)+kg  (E+gd) lạng" EựW t..s T1 
bi) HE r25- 1g 
1 —q'” +9 
l-q 
Nhưng đó chính là khẳng địhh (3) khi n=r +-†. 
Chứng mình kết thúè. 
Trong các sách giáo khoa sơ cấp có nêu một chứng 
mỉinh khác. Ta đặt: 
na =a +aq + °«„ © 8đ? 
Nhân hai vẽ với q, ta được: 
gữa = aq +aq?”+... + aqg"+1 
Trừ đẳng thức này cho đẳng thức trên ta được : 


z Aa 


G. - qG,==a — ag?®+1 ; (1—g) Ga=a (1—q°†+Ð. - 
1 — q” +1 
G;a=a 
lnq 

4. Tòng eúa n bình phương đầu tiêu. Đối với tồng 
của n bình phương đầu tiên có một ứng dụng thú vị san 
đây của nguyên lý qui nạp toán học. Sau khi thử (Ít 
nhất với một số giá trị không lớn của n), ta thấy rằng: 
sau đó ta dự đoán là công thức đặc biệt đó đúng dới 
mọi sổ nguyên dương n. Muốn chứng mỉnh điền này, 
một lần nữa ta áp dụng phương pháp qui nạp toán học. 
Trước hết ta chú ý rằng nếu khẳng định A, bao hàm 
trong hộ thức (4) là đúng khi n — r tức là: 


139-L2?-L-3%-L.,.. -+_ =1Œ+34 LÓr-E 1) 
H * 6 » 








t!:ì, sau khi thêm vào hai vẽ (r + 1), ta được: 
1?--23-E... +9 + (r + 1)9= Ÿ ¬— ++?= 
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_ Tí + 1) (@r + 1) + Sự +19 =- 


6 
ễĂẶ£+ tr c9) +56œ+ Dị _ 
6 


-=ftrne 7r +6) _- —. 
đỏ là khẳng định A,¿¡, vì nó suy ra từ hệ thức (4) bằng 
cách thay n bằng r + 1, Đề kết thúc chứng minh, chỉ 
cần lưu ý rằng khẳng định A¡, tức công thức : 

191C ho lộ 
6 

là đúng. Như vậy, hệ thức (4) đúng với mọi n. Có thề 
viết những công thirc tương tự đối với tồng của các lũy 
thửa 3 và lũy thừa 4, tồng quát hơn đối với tông đạng 
t2 -J-3* +. O nÈ trong đó k là số nguyên dương 
tùy ý. Bạn đọc có thê chứng mình bằng qui nạp toán 
học công thức : 


19+ 29489 + + ng = ĐẤT LDỈ (B) 


Đề kết luận cần lưu ÿ rằng, mặc dù nguyên lý quy 
nạp là hoàn toàn đủ đề chứng mình công thức (5) nhưng 
chứng minh đó không nêu ra được những chỉ đẫn quan 
trọng nào đề đi đến bản thân công thức đó: tại sao dự 


D 

đoán tầng của n lập phương đầu tiên bằng = 

mà không phải là một biều thức nảo khác chẳng hạn 
x.Ê. 3. 3_.._. 

[e5 hoặc — Y.v... Šự lựa chọn 

( 


là quá lớn! Vấn đề áp dụng những qui tắc logic đơn 
giản nào. đó đồ chứng mính một định lý không mẫy 
may ảnh hưởng đến nguồn gốc sáng tạo trong toán học 
mà vai trò của nó là sự lựa chọn trong một tập hợp vỏ 
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bạn các ích: nĂng nấy sinh ra. Vấn đề giả thiề! (õ) được 
đặt ra nhụ thế nào thuộc vào một ham xí khôn có 
niững qui tắc chung nảo cả; ở đây người ta tiến hành 
phép thử nghiệm, phép tương tự và phép dui nạp kiến 
thiết. Nến như mọt giả thiết đúng đã được hình thành 
thi nguyên lý qui nạp toán học thường là đủ đề chứng 
minh định lý. Nhưng, vì bản thân chứng minh ấy 
không có ảnh hưởng gì đến con đường phát hiện thitốt 


hơn nên gọi nó là một sự kiề¡n tra lại. 

Š. Một bát đẳng thức quan trọng. Trong chường sau 
ta sẽ cần đến bất đẳng thức: 

(+ p)">1~+ mp, (6) 

Với mọi p thỏa mãn điều kiện p > — Í và với mọi 
gia trị n nguyên đương (ở đây ta dự đoán p là số bất 
kỳ lớn hơn — 1 tức là với cả những p âm và p không 
nguyên. Chứng minh là như nhau, không phụ tuunộc 
vào số p). Ta lại dùng qui nạp toán học, 

a) Nếu (1 + p)' > 1 + rp tui khi nhân cả hai về của 
bất đẳng thức với số dương 1 -+- p, ta được: 

1+ p)*' >1+rp+p+rp 

Bỏ đi số hạng đương rp2 ta sẽ tăng théu: hiệu lực 

của bất dẫng thức ; vậy thì; 
(+p)?'>1+(Œ£r+ lp, 

lết quả thu được chứng tỏ rằng bất đẳng thirc (đ) 
đúng cả khi n = r +1. b) Hoàn toàn rõ ràng rắng 
(+ p)! > 1p. Bởi thế, chứng minh đã xong, 

Sự giới hạn bao hàm trong điều kiện p > — 1 lì quan 
trọng. Nếu p < — { thì (1 -+- p) âm, lập luận a) không 
đúng vì khi nhân hai vế của một bất đẳng thức với số 
âm thì chiều của nó thay đồi (chẳng bạn, nhân hai về 
của bất đẳng thức 3 > 2 với — 1 thì ta cô — 8 < =2). 
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6. Định lý nhị thức. Thường phải mở ngoặc một 
tủy thửa bậc n của nhị thức dạng (a -+ b)°. Phép tỉnh 
trực tiếp cho: 
khin ==†1  (a + bị =a +b, 
khin =2 (a + b)*=(a + b)(a + b) = a(a + b) + 
b (a + b) = a? + b? + 2ab 
khi n=8 (a + b)?= (a + b) (a + b)®= a (a? + 2eb + h) + 
+- b(a? -L- 2ab + b2?) = e3 + 3a?b + 3ab? + bì, 
và cứ như thế mãi. 


Nhưng dưởi các từ «cử như thế mãi » có Ằn một qui 
luật chunơg nào không? Ta phân tích quá trình tínb 
toán (a -L b)2. Vi (a -+- b)? = (a + b) (a + b) cho nên 
ta thu được. biều thức cho (a -} b)2 bằng cách nhân mỗi 
số hạng của biển thức (a -E b) với a, sau đó với b rồi 
cộng các kết quả lại, Cũng áp dụng thể thức như vậy 
khi tỉnh (a + b)?° = (a-+-b) (a-+b)?, cũng như (a b-L)$, 
(a -L b), v.v... Ta tỉnh được (a + b)° bằng cách nhân 
(a -+- b)P~! với a, sau đó nhân với b rồi cọng các kết 
guả lại. Ta có sơ đồ seu đây ; 


a + b=— e 


(a + bị = To + ĐZ {CS 


 hh Sau “ứ£ Sư. NL 
2N Z2 XưN, 


+ LG 6A + 6a? cv sơé! + 


giúp ta phát hiện qui luật chung về cấu tạo các hệ số 
trong phân tích (a - b)°. Ta sẽ xây dựng một sơ đồ 
hình tam giác gồm các số tư nhiên bắt đầu từ các hệ 
số 1, 1 của nhị thức a -+- b sao cho mối số trong tam 
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giác là tông bai số đứng trên chúng irong bằng trước 
(bên trải và bên phải). Sơ đồ này đã nồi tiếng với tên 
gọi là (dm giác Paxcan. 


1 1 
1 2 Ị 
1 3 Đ H 
1 4 6 4 l 
1 5 10 10 ộ 1 
‡ 6 ta 20 L5 ö Ỉ 


Các hệ số lrong phân tích (d + 6)° theo lũu thừa 
gim của a uù lñụ thừa tăng của b năm ở dòng thứ n 
của sơ đồ nàu. 

Chẳng bạn như, 

(a -+- b)? = a7? + 7a®b + 21a5h? + 35a$h) +- 35a b4 4- 
+- 21a?b* -- 7ab$ -E- bf 

Nhờ những ký hiệu có dùng chỉ số đưới và chỉ số 
trên rất ngắn gọn, (a viết những số ở dòng thứ n của 
tam giác Đaxcan như sau : 

CỤ" = 1, C¡?, Cạ", C292... CO — Í. 

Như vậy công thức tồng quát của phân tích (a-E b)? 
cỏ dạng nÌh:ưữ sau: 

(a-+-b)°=aP-+-CTa°=!b-Cýa"?~#b? +... -E- Ca~ab®—!-4-bP, (7) 

Theo gui luật làm cơ sở cho cấu trúc của tam giác 
Paxcan, ta có hệ thức: 

C = C7 CC” (3) 

Bạn đọc đã có kinh nghiệm áp dụng phương pháp 
qui nạp toán học, có thể đàng nguyên lý đó (và các đẳng 
thức Có = C¡ = ï) đề chứng mính công thức tổng quát 
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1.2.3..4 nga 
[với mọi n dươn; thì kỷ hiện nỉ ) đọc là en-- giai 
thừa ) biểu thị tích của n số tự nhiên đầu tiên : nÌ = 
= 1.2... n, fê thuận tiện, ta định nghĩa 0! = 1 đề cho 
công thức (9) có hiệu lực đối với ¡ = 0 hoặc ¡ = n] 


Việc suy ra công thức cho các hệ số của phân tích 
nhị thức còn có tên gọi là định lý oä nhị thức (xem 
trang 41) 


Ca nén —Tf}({n -- 2)..(n—i+) nÍ 
 E JỲ—mrssee—e Ni n SE. Nösei.dộ CC 


Mệt lần nữa ta nhấn mạnh rằng nguyên lý qui nạp 
toản học khác hẳn với qui nạp thực nghiệm dùng 
trong khoa học tự nhiên. Sự thừa nhận một qui luật 
chung cho một số hữu han các trường hợp (dù rằng 
rất lớn) tuyệt nhiên không phải là một sự chứng mini; 
theo ý nghĩa toán học n›ay cả khi biết rằng khôn; có 
một trường bợp ngoại lộ nào. Trong hoàn cảnh đó thi 
«khẳng định» hoặc 4qui luật › được xem xét không 
khác gì một « giả thuyết » của lý trí, nó có thề thay đồi 
đi đo kết quả của những thí nghiệm về sau này, Trong 
toán học, «một qui luật» được coi là đã chứng minh 
khi và chỉ khi nỏ được xem là hệ quả logic tất yến 
của những tiền đề đã được thửa nhận là đúng. Có không 
ít thi dụ về những khẳng định toán học đä được kiềm 
nghiệm và tổ ra là đúng đối với tất cẢ n›ững trường 
hợp riêng từ trước tời nay, nhưng đến bây giờ vẫn 
chưa được chứng minh một cách tông quát (xem thi dụ 
trang 56). Nến một định lý đã được khẳng định 
đúng đắn với một số lớn thí dụ thì vẫn có thể nghí ngờ 
sự đúng đẳn của nó trong trường hợp tông quát, đó lá 
cơ sở của ý định chứng minh nó bằng qui nạp 
toán học. Nếu ý định đó thành công thì vấn đề đúng 
hay sai của định lý, được xác nhận, nếu ngược lại vấn 
đồ đúng nay sai của định lý vẫn chưa được giải quyết, 
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định lỹ có thể được chứng mính hoặc bị bác bỏ bởi 
một tron. những phương pháp khác trong tương lai, 


Khi vận dụng nguyên lý qui nạp toán học nên thường 
xuyên (¡eo dõi một cách thận trọng xem các giả thiết 
a) và b) có thực sự được thực hiện hay không. Nếu không, 
có thề dẫn tới điều vô lý. Chúng tôi đề nghị bạn đọc phát 
hiện chỗ sai trong nghịch lý sau đây. Ta sẽ «chứng 
minh › rằng hai số nguyên dương bất kù đều bằng nhau : 
5 —= 10 chẳng hạn. Ta bắt dầu từ một định nghĩa. 
Nếu a và b là hai số nguyên dương không bằng nhau 
thì ta sổ biểu thị a hoặc b là max(a, b) tùy theo số nào 
lớn hơn; nếu a=b thi ta dặt max (a, b) = a = b. 
Chẳng hạn, max (3, 5) — max (5,3), max (4, 4)=4. Ta 
ký hiệu A, là khẳng đỉnh sau đây: « Nếu a và b là bai 
số nguyên dương sao cho max (a, b)= n thì a = b», 


a) GIÁ thiết rằng A, đúng. Giá sử a và b là hai số 
nguyên dương s¿c cho max (a, bộ —=r + Ì1. 
Xét các số : 
«=8 — Ì 
B=b_—TI 
thì max (ø, ð) =r. Trong trường hợp này thì z =Ð vì 
A, đúng. Nhưng từ đó suy ra a=b, tức là A,„; đúng. 


b) A¡ dï nhiên đúng vì nếu max (a, b) = Í thì mỗi số 
a và b (theo giả thiết về các số nguyên đương) phải 
bằng 1. 


Như vậy, A, đúng với mọi n theo nguyên lý qui 
nạp toán học. 


Bây giờ, giá sử a và b là hai sỐ nguyên dương bất 
kỳ, ta đặt max (A, b) =r. Đã chứng minh được Á, 
đủng với mọi n, thì riêng A, cũng đúng. Ùo đó a = b. 
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Bồ SUNG CHƯƠNG í 


LÝ THUYẾT SỐ 


MỞ ĐẦU 


Những quan niệm mê tín và thần bí đầu tiên về các 
số nguyên dần dần bị phai mờ đi, nhưng đối với các 
nh& toán học thì sự quan tâm đẻn các con số không 
bao giờ giảm bớt. Như ta đã biết Ơclid, (khoảng 300 
uiïn trước công ngi¡yên), người mà vinh quang lớn 
được xác nhận qua một phần tập « khởi đầu » của òngz 
danh cho cơ sở của hìnn học (trong nhà trường) dàủ 
có nhữn¿ phát minh thực sự trong phạm vị lý thuyết 
sẽ, trong khi liình hạc của ông, về cơ bản chỉ là sự tập 
hợp những kết quả thu được tử trước đó. .liểrdng 
Điôphóng (khoảng 275 năm trước công nguyên) một 
tron, những nhà đại số học đầu tiên cũng để lại những 
công trình về lý thuyết số. Die Fecma (1601 — 1665) sống 
ở Tuludơ, làm nghề luật sư đồng thời là nhà toán học 
nồi tiếnz nhất thời đó, đã dặt nền mỏng cho những 
phát minh về lý thuyết số biện đại. Ơle (1707 — 1783), 
nữa toán học có nhiều phát minh tuyệt vời nhất, thường 
đi sâu vào lý thuyết số trong các công trình của mình, 
Cũng nên kề thêm những tẻn tuổi khác nồi tiếng trong 
giải tích toán hục: Eagrăng, Điriclé, lìùman, Gauss 
(1777 — 1855) là những nhà toán học nồi tiếng nhất 
thời càn đại dã vhu ý đến nhiều ngành toán học khác 
nhau, đã xác địah quan hệ của mình với tý thuyết số 
qua câu nói sau đây : « Toán học là bà hoàng của khoa 
học, ¿ý thuyết là bà hoàng của toán học s. 


§ 1. SỐ NGUYÊN TỔ 


\. Nhơng sự kiện cơ bàn, Nhiều khẳng định trong 
phạm vị lý tuuyết số cũng như troog toán học nói 


3% 


http://tieulun.hopto.org 


chung không thuộc về các sự vật riêng biệt nhữừ thuộc 
về số 5 hoặc số 32 cbẳng bạn, mà thuộc về mộ! lớp 
Các sựy vật có một tính chất chung nào đó: thi dụ : lớp 
tất cả các số chẵn 2, 4, 6, 8..., hoặc lớp các số chia bết 
cho ba : 3, 6, 9, 12..., hoặc lớp các bình phương của 
các số nguyên 1, 4, 9, 16....,v.V... 


Lớp các sổ nguyên (ốổ có vai trò đặc biệt quan trọng 
trong lý thiyết số. Rất nhiều số có thể phân tích thành 
các thửa số nhỗ bơn : 10 —= 2, 5, 111 —.3.37, 144 = 
= 3.3.2.2.2.2. v.v.. Những số không thề phân tích 
được như thể gọi là các số nguyên tố. Chỉnh xác hơn 
thì, số nguyên tố là số nguyên p lớn bơn đơn vị và 
khòng có thừa số nào khác ngoài đơn vị và chỉnh nó, 
(Số a là /(hừa số hoặc ước số của số b hoặc chia hết cho 
số b nếu có một số nguyên c sao cho b = ac). Các số 2, 
3, 5, 7, 11,13, 17. là số nguyên tố, số 12 không phải là 
số nguyên tố vì 12 —=3.4. Ý nghĩa của lớp các nguyên 
tố là ở chỗ mỗi số đều có thể viết dưởi dạng (ích của 
các số nguyên lố: nếu một số cho trước không nguyên 
tố thì ta có thề liên tiếp phân tich nó thành thừa số cho 
đến khi tất cẢ các thừa số đều là nguyên tố, chẳng hạn, 
360 — 3.120 —= 3.20.4 — 3.3.10.2.2. = 213.5. Số không 
nguyên tố khác 0 và 1 được gọi là hợp số. Một trong những 
câu hỏi đầu tiên nảy ra khi ta nghiên cứu lớp các sỐ 
nguyên tố là: chỉ có một số hữu hạn hay là có vô hạn 
các số nguyên tố khác nhau tương tự như lớp các số 
nguyên mà nó là một bộ phận. Câu trả lời là như sau: 
có mội lập hợp oô hạn các số nguyên tố, Chứng minh sự 
tồn tại một tập hợp vô hạn số nguyên tổ do Ơchd nêt 
ra là điền hình của lập luận toán học. Cơ sở của nó là 
« phương pháp gián tiếp» (chứng mình phản chứng, 
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dẫn dến sự vô lý). Ta giả thiết rằng mọnh đề đang xết 
là sai, Điều đỏ có nghĩa là chỉ tồn tại taệt số hữu bạn 
các số nguyên tố, mặc dàu cỏ thể có rất nhiều — 
khoảng một tỷ chẳng hạn; báy giờ ta giả thứ đó là số 
được biều thị dưới đạng «tồng quát » hoặc « không xác 
định » là n. Ta có thể biều thị tất cả các số nguyên tố: 
đó bằng Dụ pạo.., Da. Mọi số khác là hợp số và chia 
hết cho ít nhất một trong các nguyên tỔ Dụ, Đạo ‹‹o Da‹ 
Bây giờ ta sẽ xây dựng một số Á kbác vời các số 
Ð? Pz-. Pa, lớn hơn mọi số này và không chia hết cho 
bất cứ số nào trong các số dó. Đó là: 


À = Đi Des.+ Pa + ! 


Nó bằng tích của tất các các số trong tập hợp số 
nguyên tố cộng thêm đơn vị. số A lớa hơn mọi số p 
chơ nên phải là hợp số. Nhưng khi chia cho pạ, cho pạ 
v.y..., A đều cho số dự là 1, bởi thế À không chia hết 
cho số p nào cả. Do đó giả thiết tồn tại một số hữu 
hạn số nguyên tố mà ta nêu ra dẫn đến mâu thuẫn, 
như vậy giả thiết đó là sai. Suy ra cái đố: lập với nó 
là đúng. Định lý được chứng minh. 


Dù rằng chứng minh này có tính chất «giản tiếp» 
nhưng mọt biến dạng không lớn của nó ít nhất cũn, 
dẫn đến, về mặt lý thuyết một phương pháp xây dựng 
một đẩy vô hạn các số nguyên tố. Giả sử rằng bắt đầu 
từ một số nguyên tố nào đó, ohẳng han pị =2, ta đã 
tìm được n số nguyên tố pw Dạ, ‹‹. p„; hơn nữa, ta lưu 
Ý rằn¿ SỐ Đụ, pạ... pạ + LÍ hoặc nguyên tố, hoặc chứa 
một thừa số nguyên tố khác với những số đã tìm được. 
Vì một thừa số như thế bao giờ cũng cỏ thể tìm được 
(có thể bằng các phép thử trực tiếp), cho nên trong cả hai 
trưởng hợp trên, rút cục ta được một sŸ nguyên tố. 
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mới pạ+;, cử tiếp tục quá trình đó, ta thấy rÃng dãy số 
nxuyên tố, mà ta cỏ thể xây dựng dược thực sự, không 
có số tận cùng. 


Nến một số nào đó được biểu tùị dưới đạng tích các 
thửa số nguyên tố thì những thừa số đó tất nhiên có 
thể sắp xếp theo một thứ tự thích hợp nào đó. Khi 
phân tích các số thành thửa số nguyên tố, ta nhành 
chóng đi tới mội kết luận rằng sự phân tích một số Ñ bất 
kỳ thành thừa số nguyên tố là duy nhất nếu không kề 
đến thử tự các thửa số: mỏi số tự nhiền V lớn hơn đơn 0ị 
chỉ có chè phân tích thành thừa số nguyên tố một cách 
dug nhối. Điều khẳng định này thoạt nhìn có vẻ biển 
nhiên đến nỗi người không chuyên môn về toán học 
đã có ở định bác bỏ sự cần thiết phải chứng mình nó. 
việnh đề đang xét hoàn toàn không phái là tầm thường; 
mặt khác, dầu rằng chứng minh của nó hoàn toàn sơ 
cấp nhưng sẽ đòi hỏi những !ập luận khá tế nhị. Chứng 
mình cỗ điền của «đỉnh lý cơ bản về số học» này do 
ƠcHAd nêu ra dựa trên phương pháp (algôriL) tìm ước 
số chung lớn nhất của hai số. Ta sẽ xét đến phươ^g 
pháp: này ở trang 85. Ở đây ta sẽ dẫn ra một chứng 
mini mới ngắn hơn chứng minh của Ơclid một chút 
và có tính chất suy diễn hơn. Nó cũng là một điền 
hình của lập luận «gián tiếp». Ta sẽ giả thiết rằng 
có một số nào đó có thề phân tích thành thừa số 
ngườên tố bằng hai phương pháp khác hẳn nhau, giả 
thiết này sẽ dẫn ta dến mâu thuẫn. Sự nảy sinh 
mâu thuẫn chứng tô rắng giả thiết về sự tồn tại một 
số có hai phản tích thừa số nguyên tố xhác bẵn nhau 
là không có căn cứ; từ đó ta kết luận rẫn/¿ việc phân 
tích các số thành thửa số nguyên tố có tính chất duy 
nhất, 
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tiếu có n:ững số có bai phân tích thừa số nguyên 
tổ kuác hẳn nhau thì tất có số nhỏ nhất có tính chất ấy 
(xem trang 44): 

¡ằ =C Da ss+v D. ĐI: ‹-: đẹ‹ f1) 
trong đó p và œ biều thị các số nguyên tố. Nếu cần, 
bẰng cách thay đồi thứ tự các thừa số, ta có thể uiả 
thiết cẰng : 

Đị Š Đe S s« S Pø qiS đa S ‹« S 


Lưu ý rằng pị khác q¡ vì nếu không thì khi chia đẳng 
thức (1) cho thừa số nguyên tố chung, ta sẽ được một 
số nhỏ hơn m có hai phân tích thừa số khác hẳn nhau, 
điều này mâu thuẫn với giì thiết m là số ophỏ nhất có 
iinh chất như vậy. Do đó, hoặc pị< q¡ hoặc qị < P¡ 
Giả sử pị < q› (nếu pạ > gì) thì trong lập luận chỉ cần 
thay vị !rí của các chữ số p và q cho nhau. Ta xếi ®Õ 
nguyên : 

uy" = m — (P¡đs› «- đs) Có 


Thay thế m bởi hai biều thức của nó trong đẳng thức 
(1), ta có thể viết số m° dưới hai dạng : 
mì =(Ð:\ Đa ‹‹‹- Ðz) — Œ¡q¿ds s-- q2) 
= Dị (D2 ‹‹‹ Ðc— đa; ‹‹« đại (3) 
hoặc 


mỉ” = (t1ids ‹‹-đạ) — (PI¿3a ‹-: đị) 

= (:— Đi) z9; --- 4s c 
Từ đẳng thức (4 suy ra m' là số dương vì pị < q¡ tử 
dẳng thitc (2) suy ra m' nhỏ hơn m, Do đó thì m' phải 
phân tích được thành thừa số một cách duy niấi 
(không kề thứ tự các thửa số). Từ đẳng thức (3) ta 
thấy thêm rằng py là thừa số của m': nghĩa là, trong 
trường hợp sáy thì từ đẳng thức (4. có thể kết luận 
rằng pị là thửa số của q:y—p„ Hoặc là thừa số của 
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DaÙa ‹~ p„. (Điều này được suy ra tử sự duy niất của 
phân tịch m° thành thừa số nguyên tố). Nhưng điều 
sau là không thề được vì mọi q lớn hơn p. Vì thế pạ 
phải là thừa số của q;—p, tức q;— p; chỉa hết che 
Đ;. Nói cách khác, cỏ một số h sao cho 


đì — Di== Dị. h hoặc qị = pìị (h1). 


điều này có nghĩa là q; chia hết chơ py, trái với giả thiết 
d¡ là nguyên tố. Mau thuẫn mà ta đi tới chứng tổ sự 
không đúng của giả thiết nêu ra đầu tiên. Chứng mỉnh 
định lý cơ bản về số học kết thúc ở đây. Sau đây là 
một hệ quả quan trọng của định lý cơ bản. Xếu số 
nguuên tố p tà (thừa số của tích ab thì nó tất phải là 
thừa số hoạc của a hoặc của b. Thực vậy, nếu p không 
phải là thừa số của a và của b thì khi nhân các phân 
tích thừa số của a và bvới nhau ta được phản tích 
thừa số của ab không chứa thừa số p. Mặt khác, do 
giả thiết p là thừ: số của tích ab thì có một số nguyên 
t sao cho 
ab= pt 


Bởi thế, khi nhân p với phân tích thừa số nguyên tố 
của t ta được phân tích thừa sỐố nguyên tố của số ab 
có chứa thửa sõ p, Cho nên ta đi đến thừa nhận có hai 
phân tích thửa số nguyên tố khác nhau của sỐ ab, 
điều này mâu thuẫn với định lý cơ bản. 


ThÍ dạ: Nếu xác nhận được rằng 2652 chìa hết cho 
13 và 2652—= 6.442 thì có thể kết luận rằng 442 chia hết 
cho 13, Mặt khác, 240 chia hết cho 6 và 240 15.16 
nhưng cả lỗ và l6 đều không chia hết cho 6. Thi dụ 
này chứng tổ rằng giá thiết p là số nguyên tố trong 
định lý cơ bản là quan trọng. 


2. Sự phân bó các số nguyên tó, Có thề lập bằng 
liệt kê tất cả các số nguyên tố không vượi quá một số 
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N cho trước bẫng cách sau đây, Viết các số tự nhièn 
từ 2 đến Ñ theo thử tự, sau đó xóa đi tất cả các số là 
bội của 2 (không kể số 2), các số là bội của 3 (không 
kề 3) v.v... cho đến khi đã xóa hết các hợp số. Quá 
trình đó nồi tiếng với các tên gọi « sàng Eratoxphen2 
cho phép giữ lại tất cả các số nguyén tố trong phạm 
vi từ 2 đến N. Đến nay ta đã lập được những bảng số 
nguyên tố cho đến 10000000 do cải tiến dần phương 
pháp nÀy. 

Những bằng này cho ta một tài liệu thực nghiệm 
phong phú nhất đề nghiên cứu sự phàn bố và các tỉnh 
chất của số nguyên tố. Dựa vao những bảng đó, ta có 
thề nêu một loạt các giả thuyết có lý đến nỗi dường 
như lý thuyết số là một khoa học thực nghiệm. Việc 
chứng minh những giả thuyết đó thông thường là rất 
khó. 


a) Cúc công thức cho số nguyên tố 


Người ta đã có nhiều cố gắng tìm những công thức 
cho các số nguyên tố, dù rẫng không yêu cầu phải cho 
(¿† cổ các số nguyên tố. Pheema đã cho rằng (nhưng 
khóng khẳng định) tẾt cả các số có dạng: 


F(n) = 2?” + 1 
là số nguyên tố. Thực vậy. với n=—1, 2,3,4 ta được 
1Q = 29 + 1=—=5 
f'() =2* `1 = 242 1= Ứ 
E@) =2” + 1—= 2° + 1= 257 
F(4) =28” + 1= 2 + 1 = 65537 
lá những sỐ nguyên tố, Nhưng dẽn năm 1732, le đã 


phân tích được số 2" + 1 = 64167004117 thành thừa số, 
co nên số F(5) đã không là số nguyên tố. Sau này 
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t2 voi phai hiện được nhiều bợp số kuác trong các 
số Phecnia» dó, Do những khó khăn khôn, vượi 
quì được có liên quan với các phép thứ trực tiếp mà 
nhiề phương pháp lý thuyết số sảu sắc đã được bình 
thành, Hiện nay ta vẫn còn chưa biết công thức Ơle 
c€ỏ cho một tập hợp vô hạn các số nguyên tố hay không? 


Sau đây là một biều thức đơn giản và đảng chủ ý 

kbác cũng cho được nhiều số nguyên tố: 
f(n) —= nˆ >n + 4i 
với n ~ 1,2,3,... 40 thì (f(n) là số nguyên tố; nhưng 
với n = 4Í thì không cho số nguyên tấ 
f(41) = 412 

Biều thức n2 — 79n+ 1691 cho cáe số nguyên tố cho đếu 
n = 79, khi n=— 80 ta được một hợp số. Tỏm lại có thê 
nói rằng việc tìm kiếm các công thức sơ cấp cho các số 
nzuyên tố là uồng công vô ích. 


b) Số nguyên tố trong các cấp số cộng 


v\dếu chứng minh của vẫn đề trong dãy số tự nhiên 
t 2,3,4... có vô số số nguyên tố là hoàn toàn cỏ iỉni 
chất sơ cấp thi việc làm như thế đối với những đẩy số 
như 1,4, 7, 10,13... hoặc 3,7,11,15, 19..., hoặc nói chung 
đối với một cắp số cộng bất kỳ a, a-+- đ,a + 2d... 
a + nd,... (trong đó a và d không có thừa số chung) gặp 
Ichó khăn rất lớn, Mọi sự quan sát chỉ khẳng định một 
sự kiện là (rong mỗi cốp số như thế có 0Ô số sỐ nguyên 
(õ cũng siống như trong cấp số đơn giản nhất 1,2, 3... 
3ã có nhiều cố gắng lớn lao đề chứng minh định lý 
tồng quát này. Lêgiôn Điriclê (1805 —1859) là một trong 
nhữnz nhà toán học lớn của thế kỷ trước đä đi đến 
xết quả. Trong khi chứng minh ông đã áp dụng những 
phương tiệp hoàn hảo nhất của giải thích toáp bọc thời 
đỏ, Những công trình nồi tiếng của ông trong phạm vì 
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này vẫn là tuyệt đỉnh đối với cả thời này. Mội trăm năm 
đã qua nhưng vẫn không thề đơn giản hóa chứng mình 
của Điricle đề những người chưa nắm vững đây đủ 


công cụ giải tích toán học và lý thuyết hàm số có thể 
hiều được. 


Ở đây, chúng ta không có ý định chứng mình định 
lý tông quát của Điriclê mà chỉ giời hạn trong một bài 
toán dã hơn: mở rộng chứng mình của Ơclich về sự 
tồn tại vò số số nguyên tố sao cho nỏ bao gồm được 
một cấp số đặc biệt như 4n-+ 3 hoặc 6n-+ 5 chẳng hạn. 
Ta xét cẤp số thử nhất. Trước hết, ta lưu # rằng mọi 
số nguyên tố lớn hơn 2 đều phải lẻ (nếu kì xông thì nó 
chia hết cho 2 do đó có đạng Án + 1 hoặc Án -†-3 (với 
n nguyên). Tích của hai số dạng Án + 1 cũng là một 
số có dạng như thế bởi vì: 

(4a + 1) (4b + 1) = I6ab+ đa + 4b + 1 = 
= 4(4ab-+-a + b) + Í 


Bây giờ ta giả thử rằng chỉ có một số hữu bạn số: 
nguyên tố đạng án -+ 3, ta biểu thị chúng là 
Đạo Ð:›s <› + Dạ và xét số : 


= Á(P¡ip:... Dạ) — Í =4(Dip¿ .- Pạ - Ù) + 9 
Hoặc N nguyên tố, hoặc phân tích được thành tích các 
nguyên tố, nhưng trong phâu tích đỏ không thề cô. 
thửa số nào là một trong các sỐ Dạ, Đa «.- Dạ, bởi vì 
những số như thế chia cho N dư —1. 


Bây giờ ta lưu ý rằng mọi thừa số có trong NÑ không 
thề có dạng 4n -- 1 bởi vì bản thân Ñ không có đạng 
đó mà tích các số có dạng 4n -- 1 là những số cũng cò 
dạng nhưathế. Như vậy thì ít nhất một thừa số có. 
trong NÑ phải có dạng 4n -_ 3. Điều này có thể xây ra 
vì không có số p nào lá thửa số của N vÀ l§! cá các 
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số nguyén tố đang 4n + 3 đã được sử dụng hết Hởi 
thế, nếu giả thiết chỉ có một số hữu hạn các số nguyên 
tố dạng án +- 3 ta sẽ đi đến mâu thuẫn. Vậy số các sỐ 
1g::yên (ố như thế là vô bạn. 


€C) Đựứnh Ìj oề sự phản bố các gố ngnuên :Š 


Trong các công trình nghiền cứu có liên quan đến 
luật phân bố các số nguyên tố thì bước quyết định 
chỉ đạt được khi nhà toán học từ bồ ý định vô Ích đi 
từn một cổng thức toán học sơ cấp cho tất cả các sỐ 
nguyên tố hoặc tìm con số chính xác các số nguyên tố 
có trong n số tự nhiên đầu tiên mà tập trung chủ Ỷ 
vào sự phân bố (rung bình các số nguyên tố trong tất cá 
các số tr nhiên, 


Với mọi n nguyên ta biều thị số các số nguyên tố 
trong các số 1, 2, 3,... n là A, Nếu ta tách trong các 
số đầu tiên của đãy số tự nhiên : 

12345678090 10 11 12 13 14 lä 16 17 Í1§ 19 
những số nguyên tố thì ta đếm được ngay mội loạt cáo 
giả trị Áo: 

À:¡ = 0, Àz; ==: Ì, Aa= Â; == 2, Áy + Âu =— 3 

Á; = Â, => Âa —= Ảo = 4, Ấn — Âta, = 5, 

Âta = Ản t~ Â = VI = 6, Ân A*s = đọ Apa => 8 .v.V... 


lây giờ ta lấy một dãy giá trị nhất bất kỳ tăng vô bạn, 
thí dụ : 

n = Í0, 102, 10, 10%...; 
Khi đó dãy giá trị Á, tương ứng An; Ai, Ato?, Aigể... 
cũng sẽ tắng vô hạn (tuy có chậm hơn). Thực vậy, tập 
hợp số nguyên tổ là vô hạn, cho nên giá trị À„ sớm 
hay muộn sẽ trở nên lớnhơn một số bất kỳ cho trước, 
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« Mật độ » phân bố các số nguyên tố trong n số đầu 
tiên của đãy số tự nhiên được cho bởi tỉ số —% Ân ., Nhờ 
n 


bằng số nguyên tố ta tỉnh được một cách đễ dàng các 
CC với những n đủ lớn š 
n 


n Aa/n 





103 0,168 
10%“ 0,078498 
10° 0,05084/478 


Dòng cuối cũng của bằng trên cho ta xác suất đề lấy 
ra từ 102 số tự nhiên đầu tiên là số nguyên tố;.tất cả 
có 10° trường hợp xét, trong đó có Ano° te nHE hợp là 
tương ứng với số nguyên tố. 


Sự phân bố các số nguyên tố riêng biệt có tính chất 
rất không đều, Nhưng sự không đều đó sẽ biến mất 
nến ta chú ý đến sự phân bố «trung bình» tức là tìm 





tăng vô hạn. Qui luật đơn giản mà sự biến thiên của 
tỉ số này phải tuân theo cần được liệt vào số những 
phát minh nồi tiếng nhất trong toàn bộ toán học. Muốn 
phát biều định lý oề sự phân bố các nguyên tố trước hết 
cần giải thích «logarit tự nhiên» của số n là gì. 
Muốn thế ta lấy hai trục vuông góc với nhau trên mặt 
phẩng và xét quï tích những điềm trên mặt phẳng có 
tích các khoảng cách x và y đến bai trục bằng đơn vị. 
Với ngôn ngữ tọa độ thì quỹ tích đó là một hypebôn 
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cản, phương trìna của nó có 

ỡ dạng xvy = Ì. la định nghĩa 
1nx là điện tích (H. 5) của 

hình giới hạn bởi hvpebôn 

c và hai đường thẳng vuông 

góc x = Í và x—=n. (logarit 
và tính chất của nó sẽ dược 
xét kỹ hơn trong chương 
H.5. Diện tích miền có VD. Hoàn toàn ngẫu nhiên 
gạch ở dưới hypebol zá© mà thông qua việc nghiên 
B000 0008/60 200 cứu bằng số nguyên tố, Gaux 


gần bằng và độ chính 


# "p “# 


Án 
n 
xác sẽ tăng lén l:hi a tăng. Căn cứ vào giá !rị của tỉ số 


Ân :_—ÍÏ_ khin — 1000, 1000000, 1000000000 trong bằng 


n Inn 
sau đây đề thấy sự xấp xỉ đó là cớ thể chấp nhận 
được : 


đã thấy rằng tỈ số 











1 

n Au/n 1/Lnn PT 
103 0,168 0,145 1,150 
108 0,078498 0,072382 1,084 
t0 0,050817478 0048254942 1,053 


Dựa trên tính hiền nhiên thực nghiệm kiều đó, Gaux 
đã phát biều rằng tỈ số An «tiệm cận bằng ›» 1/Inn, 
n 


Ý nghĩa của khẳng định này như sau: nếu ta lấy một 
đẩy các giá trị n càng ngày càng lớn, chẳng hạn 
10, 103, 10, 10%... 
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(như ta đã làm ở trên) thì tỈ số A,/n: 1/Inn đổi với 
những giá Yrị n đó theo thứ tự sẽ càng dẫn đến l1, tức 
là hiệu giữa các tỉ số vừa nêu với đơn vị sẽ nhỏ bao 
nhiêu cũng được với n đủ lớn. Một hệ thức kiều đó 








được kỷ hiệu bằng dấu ~— : biều thức Ân ~ 1 
l n Inn 
nghĩa là -^» ; —_ dẫn tới 1 khi n tăng. Việc không 
n nn 


thề thay thế dấu ~ bằng đấu (=) thông thường là rổ 
ràng vì A, là số nguyên, trong khi đó thì Tn không 
nn 


nguyên. 

Ta không thề không ngạc nhiên trước vấn đề sự phân 
bố các số nguyên tố được mô tả rất tốt bằng hàm số 
logarit, bởi vì ở đây có sự kết hợp chặt chẽ giữa hai 
khải niệm toán học không có gì liên quan với nhau. 

Dù rằng không có khó khăn gì đáng kề đề nắm 
được nội dugzø mệnh đề do Gaux nêu lên, song ở thời 
của Gaux thì việc chứng minh chặt chể về mặt toán 
học mệnh đề đó lại vượt ra ngoài khả năng của khoa 
học toán học. Muốn chứng minh đỉnh lý về sự phân 
bố các số nguyên tố — một định lý chỉ nói về các khái 
niệm toán học sơ cấp nhất — đã phải dùng đến những 
phương pháp có hiệu lực nhất của toán học hiện đại, 
Phải chờ đến ngót 100 năm sau, khi mà giải tích đã khả 
phát triền thì 1đưma (1896) ở Pari và Valơ-Putzen (1896) 
ở Luvenơ mới chứng minh được định lý về sự phân bố 
các số nguyên tố. Sau đó thì Mangôltôm và E. Lanđao 
đã đơn giản hóa đi và có những bồ sung quan trọng. 
Trước Ađama đã lâu, trong tác phầm nồi tiếng của mình 
về đường lối chiến lược của những cuộc tấn công sắp 
tới, Riman (1838 — 1866) đã có một bước tiễn quan 
trọng trong phạm vỉ nói trên. Gần đây nhà toán học 
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Mỹ Nôbe—Vine đã thay đồi chứng. mình đề không 
phải áp dụng số phức trong những khâu chủ yếu của 
các lập luận dẫn ra. Tuy nhiên, chứng mình của định 
lý vẫn còn rất phức tạp đổi với những người mới bắt 
đầu làm toán. 


d) Còn hai bài toán 0ề số nguyên tố chưa được giải 


Trong khi vấn đề phân bố các số nguyên tố («trung 
bình ») đã giải đíp xong thì sự đúng đần của một loạt 
các giả thuyết khác hoàn toàn hiền nhiên đối với thực 
nghiệm vẫn chưa được chứng minh. 


Trước hết; giả thuyết nồi tiếng của Gôtbakh thuộc 
loại đó. Gôlbakh (1960 — 1764) không đề lại một công 
trình nào trong lịch sử toán học: ông chỉ nồi tiếng về 
bài toán mà ông nêu trong bức thư gởi cho Ởle năm 
1942. Ông lưu ý đến một sự kiện là bao giờ cũng có 
thể biều thị một sô chẵn bất kỳ (ngoài số 2 là số nguyên 
tố). dưới dạng tồng của hai số nguyên tố. Thí dụ 
4 =2-+-2,6—=3-+3, §—5+3,10—5-L_5, 12—=5-E7 
14 — 7 +7, 16 = 13 + 3, 18 = l1 + 7, 20 = lồ + ¿..., 
48 = 29 -+ 19,... 100 =— 97 + 3 v.v... Gôlbkh hỏi ƠIe 
rằng liệu có thề chứng minh điều đó đối với mọi số 
chẵn hoặc có thề chỉ ra một thi dụ bác bỏ giả thuyết 
đó hay không: Ơle đã không giải đáp được, sau này 
cũng chưa có ai giải đáp được. Tính hiền nhiên về mặt 
thực nghiệm của giả thyuết Gỏlbakh là hoàn toàn tin 
cày được qua phép thử. Nguồn gốc của những khó 
khăn ở đây là ở chỗ khái niệm số nguyên tố được dịnh 
nghĩa qua thuật ngữ nhán, trong khi đó thì bài toán 
đề cập đến phép công. Nói chung việc tìm mối liên hệ 
giữa tính chất cộng và tính chất nhân của các số là 
rất khó. Cách đây không lâu thì việc chứng minh giả 
thuyết của Gôlbakh còn là một bài toán rất hiểm hóc. 
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Ngày nay thì tỉnh hình đã không còn nhữ thế na. 
Trong năm 1931, nhà toán bọc Nga trẻ tuôồi nồi tiến: 
thời bấy giờ Snhirelman (1905 — 1938) đã lạt được 
mót kết quả đáng kề bất ngờ và kỳ lạ đối với mọi 
chuyên gia về vấn đề này. Ông đã chứng minh được 
rằng mọi số nguyên dương đều có thề oiễt dưới dạng 
tồng của không qué 800000 số nguyên tố. Dẫu rằng hai 
kết quả này có phần nào tính chất khôi hài (so với 
mục đích chứng minh giả thuyết Gôldakh đề ra ban ầu) 
nhưng nó là bước đầu trên con đường phải đi. Chứng 
mỉnh của Snhirelman là trực tiếp và mang tỉnh chất 
kiến thiết, dù rằng nó không bảo đảm mội phương 
pháp thực tiễn đề biềun thị một số nguyên tùy ý dưới 
đạng tồng các số nguyên tố. Sau này, nhà toán học Nga 
Vinôgrađôv áp dụng các phương pháp của Gacđa, Látvud 
và của người cộng tác vĩ đại của họ người Ấn Độ 
Ramanuđjana đã giảm các số hạng từ 800000 xuống 4. 
Điều này đã rất gần vời lời giải bài toán của Gôlbakh. 
Nhưng giữa các kết quả của Snhi:elman và của Vinô- 
građôv có sự khác nhau rất rõ rệt, còn rõ hơn sự khác 
biệt giữa các số 800 020 và 4. Định lý của Vinôgradôy 
đã được chứng minh chỉ đối với mọi số «đủ lớn »; 
nói chính xác hơn thì Vinôgrađỏv đã xác nhận sự (ồn 
fgi một số Ñ đề cho mọi số nguyên n > N cỏ thê biểu 
thị dưới dạng tồng của bốn số nguyên tố. Phương pháp 
của Vinôgrađôv không cho phán đoán gì về dại lượng N. 
Trái ngược với phương pháp của Snhirelman, nó thực 
sự (giản tiếp» và không kiến thiết, Vinôgrađôv đã 
chứng mỉnh như sau: nếu giả thử rằng có nói lập hợp 
nó hạn số không biầu thị được dưới dạng tồng của bốn 
(hoặc ¡† hơn) số ngưyén tð thì có thề đi đến mân thuẫn, 
Ở đây, ta có một thi dụ tuyệt đẹp chứng tỏ sự khác 
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biệt sâu sắc giữa hai kiều chứng minh trực tiếp và giản 
tiếp (xem lý luận tồng quát về vấn đề này ở trang 49)!, 


Bài toán thứ hai còn thú vị hơn bài toán của Vôlbakh, 
cho đến nay chưa ai đi gần tới lời giải của nó cả. Người 
ta đề ý thấy không ít những cặp số nguyên tố dạng p 
và p-+-2. Chẳng hạn 3 và 5, 1i và 13, 29 và 31 v.v... 
Giả thuyết về sự tồn tại một tập hợp vô hạn những ‹ kể 
láng giêng» như vậy xem ra rất có lý, nhưng cho đến 
nay chưa có ai đi gần đến chứng minh của nó cả. 





1. Kết quả cơ bắn của Vônôgrađôvy (1937) xác nhận sự tồn tại 
số tự nhiên N sao cho mọi số lễ n >N được biều thị dưới 
dạng tông của ba số nguyên tố : 

n =pi + pe + p; ứ) 

Di nhiên, từ đó có thề suy ra rằng mọi số tự nhiên 
nm N-+-2 có thề biều thị dưới dạng tồng của bốn số nguyên 
tố. Kết quả của Vinôgrađôp về các số lể đã kết thúc — không 
thề giảm số các số hạng (3 số hạng) trong phát biều của nó. 
Đổi với các số chẵn thì, từ biều thức của chúng dưới đạng (l) 
suy ra được ngay tỉnh biều diễn được của mọi số chẵn n dưới 
dạng tổng của hai số nguyên tố (loại trừ trường hợp một trong 
các số chẵn hàng 2). Tuy rằng giả thuyết về tính biều diễn 
được dưới dạng đó của mọi số chẵn n >3 là rất có lý, nhưng 
bài toàn chứng mình nó là cực kỳ khó và vượt quá khả năng 
của các nhà toán học. Năm 1939, K.G. Bôrôzkinưi đã xóa bỏ 
tính vô hiệu của định lý Vinôgrađôv. Ông chỉ ra rằng mọi số 

c11,98 
lẻn >€Œ =eÈ biều diễn được dưới dạng (1). Năm 1956, 


1? 
ông đã giảm sự đánh giá đó đến C==ef“. Tất nhiên, sự giảm 


hằng số ÓC tới những giới bạn cho phép giải đáp giả thuyết về 
tínb biều diễn được dưới dạng (CÚ của các số lễ n,0 >n>C, 
tức là với mọi số lẻ n > 6 được thực hiện nhờ kiểm tra bằng 
tính toán trực tiếp. 
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§2. SỰ ĐỒNG DƯ 


1. Khái niệm chung. Mỗi lần phải nói đến tính chia 
hết của các số nguyên cho một số nhất định nào đó thì 
mọi lập luận gể trở nên đơn giản và sảng rõ hơn nếu 
ta dùng quan hệ đứng dư do Gaux đưa ra cùng với 
những ký hiệu tương ứng. Đề đưa khái niệm đồng dư 
vào ta hãy xét các số dư có được khi chia những số 
khác nhau cho ð chẳng hạn. Ta có: 


0=0.5-+-0 7=1.5+2 nh. 
2=0.5¬2 9=1.5-+á4 —3=—Í.5¬2 
3=0.5+3 10 >=2.5-+0 —4=—lI.5+†1 
4=0.5--4 11—=2,5-1 —5 —=—1.5-+0 
5—1.5+0 12=2.5--2 —6—=—3.5-+4 
6=1l.5+l V.Y... Y.V.., 


Ta đề ý rắng số dư trong phép chia cho 5 chỉ có thể 
là một trong các số 0, 1, 2, 3, 4, Ta nói rằng hai số a 
và b đồng dự theo môđun 5 nếu chúng cho còng mói số 
dư khi chia chúng cho 5. Chẳng hạn các số 2, 7, 12, 17› 
22,..„ —3, ~8, —13, —18,... là đồng dư theo môđun 5 
bởi vì khi chia cho 5 chúng đều cho dư 2. Tồng quát: 
ta nói rằng hai số a và b đồng dư theo môđun d (đ là 
một số nguyên nào đỏ) nếu khi chia cho d chúng cho 
cũng một số dư, hay nói cách khác, nếu có một số 
nguyên n (dương, âm hoặc 0) sao cho a — b —= nd, Thí 
dụ, 27 và 15 đồng dư theo môđun 4 bởi vì 27—6.4--3, 
15—>=3.4-+-3. 

Đối với quan hệ đồng dư ta đưa vào ký hiệu đặc 
biệt — nếu a và b đồng dư theo môđun d thì ta viết 
a =b (mod đ). [Nếu a không đồng dư với btheo môđun 
đ thì ta viết: a s© b (mod d)]. Nếu đã rỗ là môdun nào 
thì ta có thề bỗ «mod d› đi. 
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Sự dồng dư thường được gặp trong đời sống sinh 
hoạt hàng ngày. Thí dụ, kim giờ chỉ thời gian theo 
môđun 12 đồng hồ ótô ghi quãng đường di được theo 
môđun 100000 (hải lý hoặc km). 

Trước khi xét kỹ hơn phép đồng dư và cáe tính chất, 
đề nghị bạn đọc kiềm tra lại xem các mệnh đề sau đây 
có tương đương không : 

1. a đồng dư với b theo môđun d. 
2. a=b-+nd, n nguyên. 
3. a —b chia hết cho d. 

Ký hiệu của phép đồng dư do Gaux đưa ra nhằm 
nhấn mạnh một sự kiện là đồng dư thức có nhiều tính 
chất của các đẳng thức thông thường. Ta nhắc lại 
những tính chất đó: 

1) Luôn luôn có a — a 

2) Nếu a =b thì b=a 

3) Nếu A= b và b=c thì a =c. 
Ngoài ra nếu a —a'° và b= bì, thì 

4) a + b=a' -+-b`" 

3)a—b=a°—b' 

6) ab —=a'b'" 

Những tính chất này được bảo toàn nếu quan hệ bằng 
nhau a= b được thay thế bằng quan hệ đồng dư a =b 
(mod đ). Tức là: 

1°) Luôn luôn có a==a {mod d). 

2') Nếu a = b (mod d) thì b = a (mod d). 

3) Nếu a = b (mod đ) và b = c (mod d) thì 

a =c€ (mod đ}. 

(Bạn đọc hãy thử lại xem! - điều này không khỏ; 

Cũng vậy, nếu a = a' (mod dđ) và b = Ùb' (mod d) thì : 

4')a +b=a'+b' (mod đ) 

5)a —b==a°—b (mod d) 

6° ab = a'b' (mod d), 
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Cho nên (q có thề cộng, trừ và nhân các đồng dư thức 
theo cùng một môđun. Thực vậy, từ: 

a—=a°-+-rd, b=b°+sd 
SBUy ra: 

a + b>a°+b°ˆ+(ứr+øs)d, 

a=b=a`—b'+(đr—s)d 

ab = a'b° -+ (a` s+ b?r -+- rsd) d, 
những đẳng thức này sẽ dẫn dến các kết luận cần 
thiết. Phép đồng dư cũng thửa nhận một biều diễn 
hình học tuyệt điệu, Nếu ta muốn cho các số nguyên 
một biều điển hình học thì ta chọn một đoạn thẳng có 
độ. dài đơn vị rồi đặt những đoạn là bội của đơn vị về 
cả hai phía. Như thế, mỗi số nguyên có một điềm 
tương ứng trên đường thẳng — trục số (H.6). Nhưng, 
nếu 


-/ -?2 - ⁄ £ # 


H.6. Biều điễn hình bọc các số nguyên 


ta xét các số theo một môđun d cho trước thì hai số 
đồng dư được xem như không có gì phân biệt vì 
chúng cho cùng một số dư trong phép chia cho d. Muốn 
biểu diễn bằng hình học những điều trên (ía chia một 
đường tròn thành d phần bằng nhau. Mọi số nguyên 
khi chia cho d cho số dư là một trong các số 0, 1, 2..., 
d —1: những số này được phân bố trên đường tròn 
với những khoảng bằng nhau, Mỗi số đều đồng dư với 
một trong các số nói trên theo môđun d, đo đó sẽ 
được biểu diễn bởi diềm tương ứng; hai số là đồng 
dư nếu chúng được diễn bởi cùng một điềm. Trường 
hợp d = 6 được biều thị trên hình 7. Mặt đồng hồ 
cũng có thể coi là một mô hình như thế. 
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Đề làm thí dụ cho việc 


‡ + áp dụng tính chất nhân 
: ; của phép đồng dư (tính 
chất 6") ta sẽ xác định dư 
trong phép chia các lũy 
thừa liên tiếp của 10 cho 
3 ; cùng một số. Vì 10 — Ì 
: ?  dq+11chonên 
10 = -— (mod 11) 
, Nhân nhiều lần đồng dư 
E ¬ thức đó với nhau ta 
$ : được : 
103 = (—1)(— D=1 
#7. Biều diễn hình học cáo — (mod 11) 
số nguyên theo môdun 6, 108 = —1 (mod 11) 
10*=1 (mod 11) 


Từ đó ta có thề kết luận rằng mọi số nguyên viết 

trong hệ thập phân có dạng : 
y7 = 8ạ + 8y. 10 -B a;10? +... + aa . 10P 
cho cùng một số dư kbi chia cho 11 với tông các chữ 
số lấy dấu xen kể nhau của z: 
t — ao — 8y — 82 «<« 

Thực vậy, ta có 
Z —t=a,li-+as(10 — 1) + a,(10 + 1) +- a0 — 1)+... 
Vi mọi biều thức 108 — 1, 10 -— 1,.., đồng dư với 0 theo 
môdun 1Í nên Z — t cũng đồng dư với 0, vì thế khi 
Shia cho 11 thì Z và t có cùng đồng dư. Nói riêng, một 
số chia hết cho 11, tức là số dư 0 khi chia cho Í1, 
khi và chỉ khi tồng các chữ số của nó với dấu xen kể 
chia hết cho 11. Thi dụ, số z = 3162819 chia hết cho 11 
vi3 — 1--6—2--8 —-Í 9= 22 chia hết cho I1. 
Cũng bằng cách như vậy thì việc tìm qui tắc chia hết 


58 


http://tieulun.hopto.org 


cho 3 hoặc cho 9 còn đơn giản hơn bởi vì 10° = 
(mod ð và 9), cho nên 10% — { (mod 3 và 9) với mọi n. 
Do đó, Z chia hết cho 3 và cho 9 kbi và chỉ khi tồng 
các chữ số của nó 
8 -E ñọ -— 8t —— 8e ¿.. T— Bạn 

chia hết cho 3 và cho 9, 
nếu lấy môđun là 7 thì ta eó: 

10 = 3, 1Ú :s 2, 103 = _1, 10*+ = — 3, 

10 -: —2, 1009 — 1... 
những số dư tiếp theo được lặp lại. Vì thế Z chia hết 
cho 7 khi và chỉ khi biều thức 

r == 8o -|- đa: + 2a¿ — a;, — 3a, — 2a, -L a; + Đa; + «‹. 

chia hết cho 7. Khi ta cộng và nhân các đồng dư thức 
theo một môđun nhất định, chẳng hạn d5, muốn 
cho cáœ số không quá lớn, có thể thay số đã cho bằng 
một trong các số 0, 1, 2, 3, 4 đồng dư với nỏ. Thí dụ, 
khi tính tông và tích theo môđun ð của những số khác 
nhau chỉ cần dùng bảng cộng và bảng nhản sau đây : 





a-+-b ab 
b=0 1 2 3ä 4 b=0 l1 2 3 4 
a=0 0 1 2 3ä 4 a=(' 0 0 000 
1 1 2 3 4 0 1 0 1 2 3 4 
2 2 3 4 0 1 2 0 2 4 13 
3 3 4e. 2 ả 0 3ä 1 4 2 
4 4 0 1 2 3 4 0 4 5 2 1 


Qua bằng thứ hai ta thấy rằng tích ab dồng dư với 0 
theo môđun 5 khi và chỉ khi a hoặc b = 0 (mod 5). 
Điều này gợi ta suy nghĩ về sự tồn tại định luật tông 
quát sau : 

7) ab = 0 (mod đ) chỉ khi a = 0 hoặc b =0 (mod đ), 
là sự mở rộng tính chất: của phép nhân thông thường 
rất quen biết - ab —U chỉ khi a = Ö hoặc b = 0. 
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Những định Iuạt 7) chỉ đúng pới điều kiện môóđunn d 

là số nguyên tố. Thực vậy, đồng dư thức 

ab = 0 (mod d) 
có nghĩa là au chia hết cho d, mà ta dã biết rằng tích 
aÙ chia hết cbo số nguyên tố .d khi và chỉ khi một trong 
các thửa số a hoặc b chia hết cho d tức là nếu: 

Mặt khác, định luật sẽ không còn đúng khi d là hợp 
số; lúc đó có thề viết d—r. s trong đó cả hai thừa 
số r và s nhỏ hơn d và 

| r s6 0 (mod dđ), s z0 (mod d) 
nhưng rs = d = 0 (mod d). 
Thí dụ, 2 z 0 (mod 6) và 3 # 0 (mod 6), 
nhưng 2. 3 = 6ö = 0 (mod 6), 

2. Định lý Eecma. Trong thế kỷ 17, Phecma người 
sáng lập lý thuyết số hiện đại đã phát hiện một định lý 
cực kỳ quan trọng. Nếu p là số nguyên tố không chia 
hết số nguyên a thì 

a?"1 = 1 (mod p) 

Nói cách khác, lũy thừa bậc (p — 1) của a chia cho p 
đư 1, Một số tính toán mà ta đã thực hiện ở trên đã 
xác nhận định lý này: chẳng hạn ta thấy rẵng 
10® = 1 (mod 7); 

10% = 1 (mod 3) và 1019 = 1 (mod 13). 
Cũng vậy dễ dàng thử lại rằng 2'!2 zz i (mod 13) và 
519 = 1 (mod 11). 

Muốn vậy, thực ra không cần tính lũy thừa bậc cao 
của các số đã cho, chỉ cần dùng tính chất nhân của các 
đồng dư thức : 


2+ —= 16 = (mod 13), 5° = 3 (mod 11) 
23 = 9=á4 (mod 13), ð5* = 9 4 — 2 (mod 11) 

58 = 4 (mod 11) 
2% = — 4. 3= _— l2 = Ì (mod 13), 5° =3.4=—= 


= 12 == Í (mod 1Ì) 


ó0 
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Đề chứng mỉnh định lý Phecma ta hãy xét các số là 

bội của a: 
mị = 8, In = 2a, mạ = Ổa,... mạ~; = (p — T)a. 

Không có bất kỳ hai số nào trong đó có thề đồng dư 
với nhau theo môdun p. Nếu khòng p phải chia hết 
hiệu m„ — m„ = (r — S) a, trong đỏ r và s là cặp số 
nguyên nẫm trong giới hạn 1 < r < s< (p—1).Nhưng 
tử định luật 7), ta thấy rằng điều đó không thề xảy ra: 
vì r — s nhỏ hơn p, nên p không chỉa hết s —r; mặt 
khác, theo giả thiết p không chia hết a. Cũng vậy, ta 
thấy không một số m nào đồng dư với 0 cả. Từ đó suy 
ra Các số mạ, Iinạ,... mọ_¡ trơng ứng đồng du với các số 
1,2,.., p — 1 (có thề có thay đồi thứ tự nào đó giữa các 
sÕ này). 


Ta có: 
m;m;... ®.~; —= Í.. 2. 3... (p — Í) aP=! = 
= 1,2. ở... (p — l) (mod p), 
hoặc đề cho gọn: đặt K = 1.2. 3....(p — †), ta có: 
K (aP“l — 1) = 0 (mod p). 

Số K không chia hết cho p vì không có thừa số nào 
chia hết cho p; nghĩa là theo định luật 7) thì (aP~!—1) 
phải chia hết cho p hay 

aP—! — † = 0 (mod p). 

Đó là định lý ph Fecma. 

Ta thử lại định lý này một lần nữa. Ta lấy p = 23 
và a —= 5. Như vậy theo môđun 2# thì 5? = 2, 54 = 4, 
53 = 1Ö == — 7, B16 = 49 := 3, 5?°0 = 12, 5?? = 24 = 1, 
Nếu ta lấy a = 4 thay cho 5 thì theo môđun 23, ta 
sể có 4? < — 7, 43 = —~28 :z —ð, 4* = —2U = ở, 48 = 9, 
4H = ~45, = 1, 4?? = 1, Trong thí dụ a = 4, p = 23 
(cũng như trong nhiều thi dụ khác), cần chủ ý rằng 
không những chỉ lũy thừa bậc (p—1) mà cả lũy thừa 
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bậc thấp hơn nữa của a cũng đã đồng dư với đơn vị. 
Trong thí dụ của ta thì lũy thừa nhỏ nhất đó là 11, 
lắt phải là ước số của p—]. 

3. Thặng dư toàn phương. Trở lại các thí dụ mỉnh 
họa định lý Phecma, ta lưu ý rằng đồng dư thức 


a?—† 1 (mod p) không những luôn luôn đúng, mà 
p—! 

đồng dư thức a"' —-a ? : l1 (mod p) cũng đúng vời 

một số giả trị a (với giả thiết p là nguyên tố khác 2, 

tức là plể: p = 2p' + 1). Tình hình đó làm nảy sinh 

một loạt giả thuyết đáng được chú ý. Định lý Phecma 

có thể viết dưới dạng sau: 


aP”1 — † = a?P' — Ì = (aP?° — 1)(aP° + 1) = 0 (mod p) 
Vì một tích số chỉ chia hết cho p khi một trong các 
thừa số chia hết cho p, nghĩa là một trong các số aP°.-1 
hoặc aP' -_- 1 phải chia bết cho p. cho nên với mọi số 
nguyên tố p > 2 và với mọi a không chia hết cho p 
tất phải có một trong hai đồng dư thức sau đây : 

p-l p—1 

a ? =1 hoặc a ? z —Í (mod p) 

Ngay từ lúc phát sinh lý thuyết số biện đại, các nhà 
toán học đã bị thu hút vào việc giải quyết vấn đề: 
vởi những số a nào thì đồng dư thức thứ nhất đúng, 
với những số a nào thì đồng dư thức thứ hai đúng ? 
Ta giả thử rằng a đồng dư với bình phương của một 
số x nào đó theo mod p: a = x? (mod p). Như vậy 

p—Ì 
thì a ? = xP"!; theo định lý Phecma thì vế trái của 
đồng dư thức đó phẩi đồng -dư với 1 theo môđun p. 
Số a (không phải là bội của p) đồng dư với bình 
phương của một số nào đó như thế được gọi là thặng 
dư toàn phương của p; ngược lại một số b không 
phải là bội của p không đồng dư với một bình phương 
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nào, theo môđun p được gọi là phi thặng dư toàn 
phương của p. Ta vừa thấy rằng mọi thặng dư toàn 
p_L 
phương a của số p thỏa mãn đồng dư thứca 2 ` = 1 
(mod p). Dễ thấy rằng mọi phi thặng dư của số p thỏa, 
. 


mãn đồng dư thức b2? =I1 (mod p). Hơn nữa, ta sẽ 
chứng minh rằng (về sau này) rằng trong các số 1, 2 





3,... , p—1 có đúng _` thặng dư toàn phương và 


_ phi thăng dư toàn phương. 

Tuy dựa vào cách tính trực tiếp ta đã có thề thu 
thập được một số không ít các dữ kiện thực nghiệm, 
nhưng việc phát hiện ra những qui luật chung chỉ phối 
cách phân bố các thăng dư toàn phương không phải 
dễ. Một tính chất sâu sắc đầu tiên của hai thặng dư 
đó đã được Lơgiăng (1752- 1833) phát hiện; sau này 
Gaux gọi nó là định luật đối ngẫu. Định luật đó nói 
về quan hệ tương hỗ giữa hai số nguyên tố p và q 
khác nhau. Nó như sau: 


1. Giả thử rằng tích = : == là chẵn. Như vậy 


q là thặng dư cửa p khi và chỉ khi p là thặng dư 
của q. 

2. Ngược lại, giả thử rằng tích nói trên là /¿. Bây giờ 
thì tình hình đã thay đồi hẳn: q là thặng đư của p nếu 
p là phi thăng dư của q- và ngược lại. Chứng minh chặt 
chẽ đầu tiên của định luật đối ngẫu — một định luật mà 
một thời gian đài vẫn còn là giả thuyết — do Gaux nêu 
ra từ hồi còn trẻ là một trong những thành tựu vĩ đại 
của ông. Chứng minh của Gaux hoàn toàn không thể 
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coi là tầm thường, đến ngày nay thì việc chứng mỉnh 
định luật đối ngẫu vân còn là một lao động đáng kề, 
dẫu rằng khối lượng các chứng mỉnh khác nhau đã 
được còng bố là rất lớn. Ý nghĩa thực sự của định luật 
đối ngẫu đến thời gian gần đây vẫn còn chưa được 
phát hiện — nó có liên quan đến sự phát triền mới 
nhất của lý thuyết dại số về số học. 


Đề làm thí dụ minh họa cho sự phân bố các thặng 
dư toàn phương, ta lấy p =7. Vì theo môđun7 thì: 
0?*=0, 1?=1, 22? = 4, 3?=2, 4?=2, 5?=á4, 6?=Í 
và vì các bình phương tiếp theo lặp lại dãy đó, cho nên 
thắng dư toàn phương của 7 là các số đồng dư với 1,2 
và 4, còn các phi thặng dư là những số đồng dư với 
3, 5 và 6, Tồng quát thì các thăng dư toàn phương của 
p gồm các số đồng dư với các số 13, 22,.., (p — 1È. 
Nhưng những số này từng cặp đồng dư với nhau vì: 

X? z (p — x)? (mod p) (thí dụ 2? = 5? (mod 7)) 


Thực vậy; (p — x)? = p — 2px + x2 = x? (mod p). 
Nghĩa là một nửa các số 1, 2,..., p — 1 là các thặng đư 
toàn phương của p, còn nửa kia là các phi thặng dư. 
Muốn cho một minh họa của định luật đối ngẫu, ta đặt 
p =5, q =ÍIi. Vì 11 = 1? (mod 5), cho nên 11 là thăng 
5—1 l11—I1 
3 
là chẩn cho nên theo định luật đối ngẫu thì 5 cũng 
phải là thăng dư toàn phương theo môđun 11; thực vậy, 
ta thấy rằng 5 = 4? (mod 1l), Mặt khác, ta đặt p = ? 


q = l1. Lúc này tích — _=h lẻ, 11 ià thặng dư 








theo môduưn 7 (vì l1 = 2? (môdun 7)), còn 7 là phi 
thặng đư theo môđun 11, 
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§. 3. SỐ PITAGO VẢ ĐỊNH LÝ PHECMA LỚN 


Định lý Pitago có liên quan đến mộ: vấn đề thú vị 
trong phạm vi lý thuyết số. Định lý đó, như đã biết 
được biều thị một cách đại số bằng đẳng thức: 

a?® + b* = c? (1) 
trong đó a và b là độ dài các cạnh góc vuông, c là độ 
dài cạnh huyền, vấn đề tìm tất cả các tam giác vuông, 
mà các cạnh của chủng dược biểu thị bằng cac số 
nguyên tương đương với vấn đề tim tất cả các nghiệm 
nguyên (a, b, c) của phương trình (1). Mỗi bộ ba số 
nguyên (a, b,c) thỏa mãn phương trình đó có tên là ðó 
ba Ditago. 

Có thể tìm mọi bộ ba Pitago mật cách khả đơn giản. 
Giả thử các số nguyên a, b.c lập thành một bộ ba 
Pitago, tức là có hệ thức a8 -|--'b? — c? Đề cho gọn ta 


đặt — = x, ¬- y. Như thế x và y là các số hữu tỷ 
C C 

liên kết bởi đẳng thức x? -+- y* — 1, Từ đó suy ra: 

y? = (1 — x) (1 -+-x) hoặc M . 








—— 
— 


il+x Y 
của hai tỈ số là số t, số này có thể biều thị như tỉ sỐ 


của hai số nguyên -` ,Hơn nữa, có thề viết 
VY 


.Giá trị chung 


y = t(1 + x) và (1 — x) = ty hoặc: 
tx — ÿY =_—t 
X —ỈÍY ¬ 1 


Tử hệ phương t;ình này suy ra ngay rằng: 


s~647 ó5 


http://tieulun.hopto.org 


Thế Đ và _ xào chỗ của x và y và thay — vào chỗ 








của t, (a có: 
a _ vì — u? b — 2uv 
C u?-- v2 e u2 -‡- v2 
Từ đó suy ra: ( a = (v? —u?) P, 
b= (2uy) ft, (2) 


€ = (u? -++ v?) 

trong đó r là một thừa số hữu tỉ nào đó của tỷ lệ thức 
Như vậy, nếu các số (a, b,c) lập thành một bộ ba 
Pitago thì chúng tương ứng tỷ lệ với các số có dạng 
s® — u?, 2uv, u2-‡- v2, Đảo lại, dễ đàng thử lại rằng 
mọi bộ ba số (a, b, c) được xác định bởi các đẳng thức 
có dạng (2) sẽ lập thành bộ ba Pitago bởi vì từ các 
đẳng thức (2) ta suy ra: 

a? = (u'® — 2u}v? -+ v) tÊ, 

b2 = (412v?) r2 

c2 = (u! + 2u?v2 + v$) r2, 
do đó mà a -L b? — c? 


Kết quả nầy có thề đơn giản đi một chút. Từ một bộ 
ba Pitago nào đó (a, b, c) suy ra đề dàng một tập hợp 
vô hạn các bộ ba Pilago khác (sa, sb, se) với mọi số 
nguyên dương s. Chẳng hạn, từ (3, 4, 5) ta được 6, 8, 
10), (9, 12, 15) vv... Những bộ ba như vậy không khác 
nhau cơ bản vì chúng tương ứng với những tam giác 
đồng dạng. Chúng ta quy ước nói về bộ ba Pitago 
nguyên (hủu nếu các số a, b và c k}.)ng có thừa số 
chung. Có thề chứng minh rằng các công thức: 

A —= vỲ — u2 
b= 2uv 
€ = uÊ + về 
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trong đó œ oà p là những sỗ nguyên đương bối kỳ ( p>u) 
khóng có thừa số chung oà không đồng thời cùng lễ sẽ 
cho chúng ta tất cả các bộ ba Pilago nguyên thủu. Đây 
là những thí dụ về bộ ba Pitago nguyên thủy : 
Y=2,u=—=Í(3, 4,5), v=—=4,u =3 (7, 24, 25) 
v=3,u=e 2(5, 12, 13); v — 10,u =7 (51, 140, 149) 
Y.V... 


Trong khi nghiên cứu những số Pitago thi tất nhiên 
nảy ra vấn đề về khả năng mở rộng sau đây của bài 
toán. Có thể tìm được những số nguyên đương a, b, e 
thỏa mãn phương trình a3 -+ b$* = c? hoặc phương 
trình a4 + b4 = c$, hoặc tồng quát, phương trình 

a" -} b* — cn (3) 
trong đỏ n là số nguyên lớn hơn 2 hay không? Bằng 
con đường tự biện Phecma đã cho câu giải đáp. Fecma 
đã nghiên cứu một tác phầm của Điôphăng — nhà toán 
học nồi tiếng thời cồ nghiên cứu về lý thuyết số — và 
có thói quen ghỉ chú trên lề sách. Mặc dù ông không 
có ý định dẫn ra ở đó chứng minh của nhiều định lý 
mà ông đã đề xuất—-tất cả những định lÿ ấy san này 
đã được chứng minh dần —chÏỈ trừ một trường hợp 
ngoại lệ rất đặc biệt. Nhân vấn đề số Pitago, Fecma đã 
ghỉ chủ rằng phương trình (3) không giải được trong 
phạm vi số nguyên nếu n > 2, nhưng vì chứng mỉnh 
mà ông tìm được quá đài nên không thể ghi vào l 
cuốn sách đó được. 


Chưa có ai và chưa bao giờ chứng minh dưới dạng 
tồng quát hoặc bác bỏ khẳng định này của Phecma 
mặc dù có sự cố gắng của nhiều nhà toán học lớn, 
Định lý đã được chứng minh cho rất nhiều giá trị của 
n, nói riêng đối với n< 619, nhưnu chưa phải đối với 
mọi giá trị có thề được của n; đồng t;¡ ờ: cũnu chưa có 
ai nêu ra được một thi dụ nào dồ ¡ác bỏ định lý. Tuy 
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định lý này bản thần nó không có ý nghĩa lớn về mặt 
toán học, nhưng ý định chứng minh nó đã là nguồn 
gốc của nhiều công trình nghiên cứu quan trọng nhất 
trong phạm vi lý thuyết số. Bài toán đã gây nêx sự 
quan tâm rộng rãi, một phần là nhờ giải thưởng 
100.000 mác tặng cho người đầu tiên giải được nỏ, 
nhất là giải thưởng này lại được Viện hàn lâm Gơttin- 
ghen trao tặng. lHing năm vẫn có một số lớn «bài 
giải » có sai lầm được gửi tới cho đến khi giải thưởng 
này khong còn giá trị bằng tiền do nạn lạm phát đau 
chiến tranh ở nước Đức. Ngay cả những chuyên gia 
toán học cũng nhiều lần vội vã cho công bố những 
chứng minh mà sau đó đã bị bác bỗ vì phát hiện ra 
những sơ hở rất tầm thường. Bài toán của Pheema bị 
lẳng xuống một ít từ khi giảm giá đồng mác. Tuy 
nhiên bảo chí vẫn luôn luôn loan tin rằng lời giải bài 
toán đã được một «thiên tài › mới xuất hiện nào đó 
tìm ra. 


§ 4. ALGÔRIT CỦA ƠCLID 


1. Ly thuyết tòng quát. Bạn đọc đã làm quen với quá 
trình thông thường của phép chia «kéo đài » một số 
nguyên a cho một số nguyên khác b và biết rẵng có 
thề kéo dài quá trình cho đến khi số dư chưa nhỏ hơn 
số chia. Thi dụ, nếu a= 648 và b=7 thì ta được 
thương số q = 92 và số dư r =4. 





648 ? 648 = 7.92 -+ 4 
63_ 92 

18 
_14 
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Nhân vấn dẻ này ta có thể phát biều một định lý 
tỒng quát sau đây: nếu a và b là những số nguyên 
trona đó b khác 0Q thì bao giờ cũng có một sỐ nguyêu 
q sao cho: 

a=b.q.-+r, (1) 


trong Có r là một số nguyên thỏa mẩn bất đẳng thức 
0< r<b. 


Ta sẽ chứng minh định lý này một cách độc lập với 
gui trình của phép chia kéo dài. Chỉ cần lưu ý rằng số 
a là bội của số b hoặc nằm giữa hai bội liên tiếp 
của b: 

bqạ <a< b(q+1)=bq +b 


Trong trường hợp thứ nhất, đẳng thức (1) đúng vời 
r = 0. Trong trường hợp thứ hai thì từ bất dẳng thức 
thứ nhất ta suy ra: a —bq = r=<0, và từ bất đẳng thức 
thứ hai thì: a — bq = r< b, trong trường hợp này số 
r thỏa mãn điều kiện O<r< b. Từ đỏ ta có thê rúi 
ra một số lớn các hệ quả quan trọng khác nhau. Hệ 
quả thứ nhất là phương pháp đề tìm ước số chung lớn 
nhất của hai số nguyên. 


Giả sử a và b là hai số nguyên nào đó không đồng 
thời bằng 0. Ta xét tập hợp các số nguyên chia hết a và 
b, Tất nhiên tập hợp này hữu bạn vì, nếna z4 0 chẳng 
hạn, thì một số nào đó lớn hơn a không thề là ước số 
của a. Từ đó suy ra số các ước số chung của a và b là 
hữu hạn; giả tbử đ là số lớn nhất trong những số đó. 
Số đ được gọi là ước so chung lớn nhất của a và b, ta 
qui trớc biều thị là d =— (a, b). Chẳng hạn, nếu a = 6, 
b =12 thì phép thử trực tiếp chứng tỏ rằng (8,12) =4; 
nếu a = 5, b = 9 (h¿ cũng bằng cách thử như vậy ta 
được (5,9) = 1. Nếu a và b là những số khá lớn chẳng 
hán :a = 1804, b = 328 thì việc thử trực tiếp đề tìm 
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ước số chung lớn nhất sẽ rất vất và. Một phương pháp 
ngắn øọn hơn và hoàn toàn có hiệu lực được suy ra 
từ aigórit (7cld (Alsôrit là mọi phương pháp (tính đã 
được hệ thống hóa). Algorit đỏ dựa trên sir kiện l4, tử 
hệ thức có dạng a=b.q +r phải suy ra được: 
(a, b) = (b, r) () 


Thực vậy, mọi số u đồng thời chia hết a và b: 
a = su, b=fu, 
cũng chia hết r vÌ r —= a— bq = su —— qtu = (s — qt) 
u, và đảo lại, một số v đồng thời chia hết b và r; 
[b =sìv, r = ty) 
cũng chia hết a vì a = bq -- r = s?vq -+-t?*Y =(s'q + 
-+-t') v. Nghĩa là mỗi ước số chung của a và b đồng 
thời là ước số chung của b và r và ngược lại, Nhưng, 
nếu tập hợp các ước số chung của a và b trùng với 
tập hợp các ước số của b và r thì rỗïràng ước số 
chung lớn nhất của a và b phải trùng với ước số chung 
lớn nhất của b và r. Điều này được biều thị bởi đẳng 
thức (3). Bà; giờ ta sẽ thấy rõ ích lợi của sự kiện vừa 
được xác nhận, 


Muốn vậy, ta trở lại thí đụ tìm ước số chung lớn 
nhất của các số 1803 và 328. Phép chia kéo dài » 
thông thường 





1804 | 328 
1640 B 
164 


đưa ta đến kết luân rằng : 
1804 = 5.328 -+ 164 


Từ đó, do (3) suy ra 
(1504, 328) = (328, 164). 
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Ta đề ý rằng bài toán tính ước số chung lớn nhất của 
(1804, 328) được thay thế bằng một bài toản tương tự 
nhưng với những số nhỏ hơn. Có thể kéo dài quá trình 
đó. Vì 

325 162 
328 2 


cho nên ta có 328 = 2.164 -L 0 và (328, 164) —= 164,0) 
= 164. Nghĩa là (1804,328) = (328, 164) = (164,0) = 164 
và ước số chung lớn nhất đã được tìm thấy. 

Chính quá trình tìm ưrớc số chung lớn nhất đó của bai 
dưới dạng hình học trong «Khởi số đã được mô tả 
đầu » của Ơclid. Chúng ta sẽ mô tả tồng quát qui trình đó 
dưới hình thức số học với các số nguyên tùy ý a và b 
không đồng thời bằng 0. Vì rõ ràng rằng (a,0)=—=a cho 
nên có thề giả thiết rằng b œ% 0. Phép chia liên tiếp 
dẫn ta đếndây chuyền đẳng thức: 


a = bqịy + n (0< r¡y< b) 
b =riqa + rs (0 < rạ< ri) (4) 
Tị —= F¿ds -Ì Fs (0< rạ<P";) 
Fạ = rạq‹ + F« (0 < r,<s) 


Phép chia được tiếp tục cho đến khi một số dư bất kỳ 
trong các số dư rụ, r¿y rạ ... bằng 0. Khi xem xét các 
bất đẳng thức viết ở bên phải, ta thấy rằng các số dư 
liên tiếp tìm được lập thành một dãy các số dương giảm 
đần: 
b<r¡<rạ< rạ < f¿... <0. (5) 
Rõ ràng rằng sau một số hữu hạn phép chia sẽ phải 
tìm được số dư 0. (cần thực hiện không quả b phép 
tính, nhưng thường ít hơn nhiều vỉ hiệu số giữa các f 
kề nhau thường lớn hơn đơn vị): 
Fa-e —= Fn-—1I -+ Fa› 
Fụ—4 == foda+1 +0. 
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Nếu thế ta có thề kết luận rằng (a, b) —rạ. Nói cách 
khác, ước sổ chung lớn nhất (a, b) bằng số dư cuối cùng 
trong du (5): Điều này được suy ra từ sự áp dụng có 
lặp lại đẳng thức (3) vào hệ thức (4); thực vậy, từ 
những hệ thức đó suy ra: 
(a, b) = (b, rị), (b, rị) == (rifa), (riFa) = (ra) 
(Fa,F;) — (Fạs Tà) số (Ta-r {n Ea) = (Fạ;› Ú) =Fn 

Từ các đẳng thức (4) ta có thể rút ra một tính chất 
cực kỳ quan trọng của ước số chung lớn nhất (a, b): 
Nếu đ = (a, b) thì có ¡hề' tìm những số dương 0à âm È 
pà ƒ sưo cho d =— ka ¬+- 1b | (6) 

Đề khẳng định điều này, ta hãy xét các số dư liên 
tiếp (5). Cái thứ nhất trong các đẳng thức (4) cho ta! 

ty=Aa8— b 
như vậy r¡ có thể viết đdưởi đạng kịa + 1¡b (trong trường 
hợp này thì ky — 1, l+—-p;). Từ đẳng thức cuối cùng 
này, ta có: 
Tạ = b — đqar¡ = b — q¿ (kịa -+ 1¡b) = 
=(—qzk;¡) a-+- (1 — q;1¡) b= kạa -+ 1ạb. 

Tất nhiên có thề áp dụng lập luận như vậy đối với 
mọi sỐ dư rạ rạ ..., cho đến khi đi tới biêu thức 
mà ta muốn tìm: 

Ta =ka + Íb 

ĐỀ làm thí dụ, ta hãy xét algôrit CỨclid trong việc tìm 
(61, 24); ước số chung lớn nhất là 1 và biêu thức mà 
ta chủ ý đến của 1 thu được từ.-các đẳng thức: 

61 —2.24 + 3, 24— 1.13 -L 11, 13 —= 1.11 +2, 
11=5.2+1,2=2.1+0 


Đẳng thức thứ nhất trong số này cho: 
13 — 61 — 2. 24 


Đẳng thức thử hai cho: 
11 = 24 —- 13 = 24 — (61 — 3.24) = — 61 -L 3.24 
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Đầng thức thử ba cho: 
2=13— 1= (61 — 2.24) — (--61 + 3 .23) = 
=2.61—>—5.234 
và cuối cùng, đẳng thức thứ tư cho 


1=i1l—5.2= (—-61 +3. 24) — 53. 61 —5.24)—= 
= — l1i,61 -+ 28.24 


2. Áp dụng vào định lý cơ bản của số học 


Sự kiện d= (a, b) bao giờ cũng có thể viết đưởi 
dạng d = ka -L- 1b, cho phép ta đưa ra một chứng minh 
của định lý số học cơ bản, khác với chứng minh đã 
trình bảy ở trang 52, Đầu tiên ta chứng minh một hệ 
quả làm bồ đề sau đó ta sẽ suy ra định lý. Bây giờ thì 
cách suy nghŸ ngược lại so với trước. 


Bồ đề. Nẽu tích ab chia hết! cho số nguyên tố p thì 
hoặc a hoặc b chia hết cho p. 

Giả thiết rằng a không chỉa hết cho p; như thế 
(a;p) =1 vì p chỉ có hai ước số là p và I. Trong trường 
hợp này có thề tìm được những số nguyên k và Í 
sao Cho : 

= ka -+Íp 
Nhân cả bai vế của đẳng thức với b ta được : 
b = kab -E- lpb 
Vì ab chia hết cho p, nên có thể viết: 
ab —= pP, 
và b = kpr + lpb.= p(kr + 1b) 
và rõ ràng rằng b chia hết cho p. Hởi vậy, ta khẳng 
định rằng nếu ab chỉa hết cho p mà a không chia hết 
cho p thì b sẽ phải chia hết cho p; nghĩa là trong mọi 
trường hợp thì hoặc a, hoặc b chia hết cho p nếu ab 
chia hết cho g. Sự mở rộng cho trường hợp tích của 
ba hay nhiều thừa số không có khó khăn gì. 1hí dụ, 
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nếu abc chia hết cho p thi áp dụng bai lần bồ đề ta kết 
luận được Ít nhất một tronz ba thừa số a, b, c chia hết 
cho p. Thực vậy, nếu p không chia hết cả a, b và c thì 
nó không chia hết ab và do đó không chia hết (ab) 
€ = abc. 

Từ kết quả vừa thu được suy ra ngay định lý cơ bản 
của số học. Giả thử có hai phân tích thành thửa số: 
nguyên tố của số nguyên N: 


N = PịU¿;.. P; = qid¿Q¿..- đe 


Vì P¡ chia hết vế trái của đẳng thức cho nên nó phải 
chia hết vế phải: tức là phải chia hết một trong các 
thừa số q„. Nhưng q, là số nguyên tố, vậy p phải bằng 
q„. Sau khi chia đẳng thức cho thửa số chung Pị = qw 
thì cng bằng cách như trên ta thấy rằng thừa sỐ pạ 
bằng một q, nào đó. Rút gọn cho p; = q, rồi tiếp tục 
chuyên sang thửa số p; vv... Cuối cùng, tất cả các thừa: 
8Õ p dược rút gọn nét và vế trái còn lại 1, Vì q là 
những số nguyên dương cho nên vế phải không thề 
còn lại gì ngoài số 1. Như vậy các số p và q bằng nhau 
từng đôi không kề thứ tự, tức hai DẠP tích là đồng 
nhất. 


3. Hàm số Ơle gín). Một lần nứa nói về định lý 
Phecma. Ta nói rằng hai số nguyên a và b là nguyên 
tố cùng nhau nếu ước số chung lớn nhất của chúng 
bằng 1: 

(a,b) = 

Thi dụ. các số 24 và 35 nguyên tố cùng nhau, nhưng 

các số 12 và 18 không nguyên tố cùng nhau. 


Nều a pà b là các số nguyên tố cùng nhau thì có thề 
chọn được các sổ k 0à { sao cho : 
ka + 1b =Í 


Điều này được suy ra từ tính chất của (a,b) ở trang 88, 
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Giả sử n là số nguyên dương tùy ý; gọi c(n) là số 
những số nguyên tố củng nhau với n trong phạm vỉ 
từ 1 đến n. Biều thức o(n) do Ơle đưa ra đầu tiên là 
một hàm số rất quan trọng trong lý thuyết số. Dễ 
dà¬g tính được giá trị g(n) đối với một số giá trị đầu 
tiền của n: 

@(1) = 1 vì 1 nguyên tố cùng nhau với 1 

q{2) = 1 vì Í nguyên tố cùng nhau với 2 

(3) = 2 vì 1 và 2 nguyên tố cùng nhau với 3 

ọ(4) = 2 vì 1 và 3 nguyên tố cùng nhau với 4 

@(5) = á vì 1, 2, 3, 4, nguyên tố cùng nhau với 5 

(6) = 2 vì 1, 5 nguyên tố cùng nhau với 6 

@(7) = 6 vì 1, 2, 3, 4, 5, 6 nguyên tố cùng nhau với 2? 

q(8) = 4 vì 1, 3, 5, 7 nguyên tố cùng nhau với 8 

@(9) = 6 vì 1, 2, 4, 5, 7, 8 nguyên tố cùng nhau với 9 

(10) = 4 vì 1, 3, 7, 9 nguyên tố cùng nhau với 10 


Ta đề ý rằng g(p) = p — l nếu p là số nguyên tố; 
thực vậy số p không có ước số nào ngoài l và p, cho 
nên mọi số †1, 2,..., p — Í là nguyên tố cùng nhau với p. 
Nếu n là hợp số mà phân tích thành thừa số nguyên 
tố có dạng 

n = pï” p¿”... P??› 
trong đó các số p biền thị các thừa số nguyên tố kháo 
nhau được nâng lên một lũy thừa nào đó thì 


gín) = n{ - ¬)( = —)..( —m—) 
Đì Pa Dr 
Chẳng hạn, từ phân tích 12 = 23.3 suy ra: 


1 1 1 2 
ạ(12) HỆ s)( =) 12.—.-C =4, 
điều này có thề dễ dàng thử trực tiếp được. Chứng 
mỉnh của định lý trên là hoàn toàn sơ cấp nhưng ta 
không trình bày*ở đây. 
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4. Phân o6 liên tục. Phương trình Điêphăng AløôrÌt 
của Ơclid để tìm ước số chung lớn nhất của hai sỐ 
nguyên còn dẫn đến một phương pháp quan trọng biều 
thị tỷ số của hai số nguyên dưởi dạng một phân số 
phức tạp có đạng đặc biệt. 

chẳng hạn, khi áp dụng vào các số 840 và 611, algô- 
rit của Ơclid cho ta một dãy đẳng thức: 

840 — 1.611 -- 229, 611 = 2.220-L 153, 
220 = 1.153 -- 76, 153 = 2.76 -- 1 

Những dẫng thức này chứng tô rằng (840, 611) = 1 

Nhưng mặt khác, từ những đẳng thức đỏ ta thuđượce 
những đẳng thức sau đây: 





























840 _- -29 =Í: i 
611 611 611 
229 
611 153 1 
—_ = À ——— = 2 
229 l 229 = 229 
153 
229 76 1 
153 + 153 PP 153 
z6 
153 1 
7a 
76 + 76 
Kết hợp các đẳng thức sau này với nhan, ta có phân 
tích sau đây của số h, ' 
G11 
840 1 
=ï. 
611 2+ 1 
,. 
Đa 
= 76 
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Biều thức dạng: 





&<= ao + n 


A-T+-..... 
BC 
tạ 
trong đỏ mọi số a là nguyên đương, được gọi là phán 
số liên tực. Algorit của Ơclid đä cho ta phương pháp 
biều thị một số hữu tỷ tùy ý dưởi dạng một phân số 
liên tục như vậy. 

Phân số liên tục đónz vai trỏ quan trọng trong một 
ngành của số Họ: cao cấp được gọi là giải tích Điô- 
phăng. Phương trình Diôphăng là phương trình đại số 
eó một hay nhiều ân số mà mọi hệ số đều là số nguyên 
và chỉ yêu cầu tìm các nghiệm nguyên của nó thôi, 
Một phương trình như vậy có thề hoàn toàn không cỏ 
nghiệm hoặc có một số hữu hạn nghiệm hoặc có vò số 
nghiệm. Phương trình Điòphăng đơn giản nhất là 
phương trình tuyến tính có hai ần : 

ax + by —=€C (8) 
trong đó a, b, c là các số nguyên cho trước. Cần phải 
tìm các nghiệm nguyên x và y, Có thể tìm được lời giải 
đầy đủ của các phương trình loại này nhờ aÄuôrit 
Ơclid. _ 


Trước hết, algôrit này giúp ta xác định đ =(a, b); 
sau đỏ, có thề chọn được các số nguyên k và { thỏa 
mãn đẳng thức: 


aạ + 





ak -- b1 = d @) 


Như vậy, trong trường hợp e =d phương trình (8) 
cỏ nghiệm riêng x= k, y = Í. Tông quát, nếu c là bội 
của d (c= d. q) thì từ đẳng thức (9) ta suy ra: 


e(kq) + b (1q) = dq = © 
T7 
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đo đỏ trong trường hợp này phương trình (8) có nghiệm 
riêng x= x* =kq, ÿ = y* —=1q. Đảo lại nếu phương 
trình (8) với c cho trước có một nghiệm x, y thì c phải 
là bội của d=(a, b); thực vậy, d chia hết a và b, đo 
đó đ phải chia hết c, Như vậy, chúng ta dã chứng minh 
rẳng phương trình (8) có (ít nhất một) nghiệm khi và 
chỉ khi e là bội của (a; b). 

Bày giờ ta xét xcm nếu biết một nghiệm x = x*, y = y# 
của phương trình (8) thì làm thế nào đề xác định được tất 
cả eác nghiệm khác. Giả thử x = x', y== y' là một nghiệm 
tùy ý khác; như thế thì x=x'"— x*.y=y'— y* là 
nghiệm của phương trình đẳng cấp 

ax + by =0 (10) 

Thực vậy, trừ các phương trình 

ax'-+-by'=c© và ax” + by" =c, 
cho nhau, ta được: 
a(x' =x") + b(y' =y°) =0 
Bây giờ, đề ý đến phương trình (10) ta thấy rằng 


nghiệm tông quát của nó có dạng x= T=¬Y ; y = 


== TC trong đó r là số nguyên tùy ý (Đề nghị bạn 


đọc tự chứng minh điều này đề luyện tập). Sau đó ta số 
được nghiệm tồng quát của phương trình (8): 
`. '-...-. y ¬ `" -=.- 
(a,b) (a,b) 

Ta đi đến kết luận : phương trình Điôphăng tuyến tính 
ax-©by=c trong đó a, b và c là các số nguyên, cô 
nghiệm nguyên khi và chỉ khi c là bội của (a, b). Trong 
trường hợp này, ta tìm được nghiệm riêng x= X°; y= ÿ° 
nhờ alrôrit Ớcliđ, còn nghiệm tồng quát có dạng là: 


x—X + _ Tb_ =¬ _ ... 
= (b) "J7 — "(am 
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trong đó r là số nguyên tùy ý. 
Thí dụ: Phương trình 5x -Ƒ- öy = 22 không có nghiệm 
nguyên vì (3, 6) —3 không chia hết 22. 
Phương trình 7x -k- 1ly = 13 có nghiệm riêng x= — 39, 
=26 được tìm ra nhờ các tinh toán sau đây : 
11 —1.7--4, 7—1.4-+3, 4= 1.3-+ 1, Œ,11) =a b 
l=4—3—>=4—(Œ —4)=24—7 =2(1i—/)—= 
— 7= 2.11 — 3.?. 
Từ đỏ suy ra : 
7.(— 3) + 11.) = 1. 
7.(— 39) + 11.6) = 13. 
Những nghiệm còn lại được cho bằng các công thức : 
x= —39 + lÍr,y =27 —r 
trong đỏ r là số nguyên tùy ý. 


(ÌIƯƠNG II 
HỆ THỐNG SỐ TOÁN HỌC 


MỠ ĐẦU 


Về sau này ta phải mở rộng khải niệm số ở một mức 
độ rất cao bắt đầu từ đấy số tự nhiên, nhằm xây dựng 
một công cụ mạnh mỡ nhằm thỏa mãn nhu cầu của cả 
thực tiễn và lý thuyết. Về mặt lịch sử, trong quá trình 
tiến hóa lâu dài và chập chững, số 0, số nguyên âm và 
phân số hữu tỷ đã đần đần có quyền bình đẳng với các 
số trong đẩy số tự nhiên, Ngày nay một học sinh trung 
bình cũng đã nắm vững được qui tắc của các phép'tính 
đối với tất cả những số đó. Nhưng muốn nắm được 


® 
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hoàn toàn các phép toán đại số thì cần phải đi xa hơn 
nữa và cắn nắm vững được khái niệm mở rộng của số 
hữu tỷ và số phức. Mặc dầu những sự mở rộng đó của 
khái niệm về số đã có cách đây hơn một thế kỷ và toàn: 
bộ toán học hiện đại đã dìya vào chúng làmScơ sở, 
nhưng nền móng logic vững chắc của chủng cũng mới 
chỉ có cách đây không lâu. Trong chương này chúng ta 
sẽ phác ra những thời kỳ cơ bản của sự phát triên đó, 


§1. SỐ HỮU TÌ 


1. Số hưu tỷ là phương tiện của phép đo, Số tự nhiên 
nảy sinh do sự trừu tượng hóa trong quá trình đếm 
các sự vật trong những tập hợp hữu hạn. Nhưng trong. 
đời sống hàng ngày không những ta chỉ đếm các sự 
vật tách rời nhau mà còn phải đo các đại lượng, cl: Âng 
hạn như độ dài, diện tích, trọng lượng, thời gian. Nếu 
ta muốn làm toán với các kết quả của phép đo các đại 
lượng có thể chia thành vô hạn phần nHỏ như vậy thì 
không thề giới hạn trong pham vi dầy số tự nhiên mà 
phải mở rộng giới hạn của số học ra một thế giởi mới 
của các số. Hước đầu tiên là qui vấn đề đo về vấn đồ 
đếm. Trước hết ta chọn một cách hoàn toàn tùy ý một 
đơn 0ị đo — futtÐ, actơt?), insơ®), funtt9, gam — tùy 
theo từng trường hợp. Bồi ta đếm sõ các đơn vị như 
vậy có trong đại lượng cần đo. Có thầ xảy ra trường 
hợp miếng kẽm nặng đúng bằng 54 funt. Nhưng trong 
trường hợp tổng quát thì quá trình đếm thường « không 
hội tụ »: đại lượng đầ cho không thề đo được tuyệt đối 


(1) Đơn vị dài bằng 30,5cm 

(2) Đơn vị đài bắng 91„4ácm 

(3) Đơn vị đài bằng 2;5cm 

(4) Đơn vị khối lượng bằng 409,5 garn) 
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chính xác bằng các đơn vị đã chọn, không phải là bội 
của nó. Trong trường hợp này ta chỉ có thề nói rằng 
đại lượng đó bao hàm giữa hai bội số liên tiếp của đơn 
vị đó, ta giả thử rằng giữa 53 và 54 funt, Nếu vậy, ta 
đưa vào những đơn vị mởi bằng đơn vị ban đâu chia 
ra làm n phần bằng nhau. Về mặt ngôn ngữ, những 
đơn vị nhỏ mới này có những (ên gọi khác : chẳng bạn, 
tụt chia thành 12 insơ, mét chia thành 100 ccntimet, 
funt chia thành 16 ônxơ, giờ thành 60 phút, phút thành 
60 giây v.v... Song, trong ký hiệu toán học tông quái thì 
một đơn vị nhỏ tạo ra được khi chia đơn vị ban đần ra 


n phần sẽ đirợc biểu thị bằng ký hiệu _ ‹ Nếu dại lượng 
n 
đang xét chứa đúng m đơn vị nhỏ đó thì số đo của nó là 
_. Kỷ hiệu nảy được gọi là phân số hoặc f số (còn 
n 


viết là m:n). Bước cuối cùng và quan trọng nhất đã 
được thực hiện một cách có ý thức sau nhiều thế kỷ 


tập họp những cỗ gắng riêng rễ là: ký hiệu ^® đãthoát 
n 


khỏi mối liên hệ cụ thề với quá trình đo và được xem 
như một hư số có bản chất độc lặp, bình đẳng với số 
tự nhiên. Nếu m và n là các số tự nhiên thì ký hiệu 


. được gọi la số hữu lÍ. 
a 


Việc dùng thuật ngữ « số ? (lúc đầu ta hiều «số » chỉ 
là số tự nhiên) là thích hợp đối với các ký hiệu mới vì 
phép cộng và phép nhân đối với những ký hiệu này 
cũng có những qui luật giống như những phép toán 
tương ứng đối với các số tự nhiên. Muốn xác nhận điều 
này, trước hết phải định nghĩa phép cộng và phép nhân 
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các số hữu tỉ và định nzhĩa số hữn tỈ bằng nhau. 
Nuững định nghĩa đó, như ta đã biết, là như sau: 


k v ad -+- be a Ẳ€© ac 
| 





b Prêa bd ý da. bd 


— =: ÍÌ, _—— #= -— Ì 
¬ Œq) 


trong dó a, b, c, d là những số tự nhiên tùy ý. 
Thí dụ: | | 
2 4 _ 25+4.3_ 10+12 _ 2 


® 
tŒ 
@ 








3 TT g.a 5... 7Ũ 1” 
2 4_ 2.4 8 38 _¡; 85__ 2.4. 2 
38 5 3.5 153 ` 12 3,4 $ 


Ta buộc phải thừa nhân những định nghĩa đó nếu 
ta nghỉ đến việc dùng các số hữu tỷ đề đo chiền đài, 
điện tích v.v... Nhưng với quan điềm logic chặt chẽ hơn 
thì những qui tắc cộng và nhân và việc giải thích như 
vậy về sự bằng nhau của những ký hiệu mới được xác 
lập một cách độas lập về định nghĩa, không chịu một 
điều kiện no khác nuoài sự tương thích lẫn nhau (tính 
phi màu thuẫn) và sự tiện lợi đối với những ứng dụng 
thực tiễn. X:ất phát từ các định nghĩaU) cỏ thề chứng 
tỏ rằng những định luật cơ bản của số học các số tự 
nhiên ouẫn tiếp iục được bảo toàn trơng phạm oi số 
hữu tỦ : 
p*+hưig=dqg-.p (định luật giao hoán của 

phép cộng) 
p+(q+r)=(pP+dq)+r (định luật kết hợp của 
phép cộng) 
pq = qp (định luật giao hoán của phép nhân), 
p (qr) = (pq) r (định luật kết hợp của phép nhân) 
p(q + r)= pq + pr (định luật phân phối). 
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Chẳng hạn việe chứng mình định luật giao hoàn của 
phép cộng phân số dược thẻ biện gia những đẳng 
thức sau đây: 


¬.... ad + bc _ tb + da = bê 
b d bđ db d b 


ở đây đẳng thức đầu tiên và đẳng thức cuối cùng được 
xác định bởi định nghĩa phép cộng ® còn đẳng thức ở 
giữa là hệ quả của các định luật giao hoán của phép 
cộng và phép nhân các số tự nhiên, Bằng cách này bạn 
đọc có thê kiềm tra bốn định luật còn lại nếu thấy cần 
thiết. 


2. Sự này sinh nhu cầu về số hữu tỷ ben troasg bản 
thản toán học. Ngnyên lý suy rọng. Độc lập đối Yyới cơ 
SỐ «thực tiễn » của việc đưa vào số hữu tỉ còn có một 
cơ sở sâu sắc hơn và máng tinh chất bắt buộc hơn. Ở 
đây, ta sẽ xét khia cạnh đó của vấn đề một cách hoàn 
toàn độc lập với những lập luận đã nêu ở trên, Trong 
sỐ học tự nhiên thông thường, ta luôn luôn thực biện 
được các phép toán fhuận cơ bản: phép cộng và phép 
nhân. Nhung các phép toán ngược — phép trừ và phép 
chia thi không phải bao giờ cũng thực biện được. Hiệu 
b — a của hại số tự nhiên a và b, theo định nghĩa, là 
một số tự nhiên c sao cho a -+-€ = b, tức là nghiệm 
của phương trình a -- x= b. Nhưng, trong phạm vi sỐ 
tự nhiên tbì ký biện b — a chỉ có nghĩa khi b > a› bởi 
vì đùi trong điều kiện đỏ thì phương trình a + x = b 
mới có nghiệm. Khi dưa kỷ hiệu 0 vào đề biều thị 
a — a, ta đã có một hước tiến quan trọng trên con 
đường xóa gì giới hạn đó. Nhưng việc đưa vào ký hiệu 
— Í, - 2; — 3... cùng với dịnh nghĩa (bồ — a) = — (a—b} 
đối với Tiện: hợp b < a, còn là một thành công quan 
trọng hơn, sau đó đã có thề khẳng định rằng phép trừ 
là thự: hiện được vô hạn trong phạm 0ì @Õ nguuéên — 
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sõ dương uà số âm. Khi đưa vào các ký hiệu mở: 
— 1,— 2, —3... tức là mở rộng phạm vi số ; thì tất nhiên 
chúng ta phải định nghĩa các phép toán với những số 
mới đưa vào sao cho những qui tắc bạn đầu của các 
phép toán số học không bị xóa bỏ. Chẳng hạn qui tà. : 

(9. (=1) = 1 (3) 
là cơ sở cho phép nhân các số Âm, được hình thành do 
ý định bảo toàn định luật phân phối a(b-+ c)=— ab + ac. 
Thực vậy đếu, chẳng bạn ta cho rằng (—T1).(——1)= —Ï 
thì khi đặt a = —1, b = 1, = —1 ta có —1 (1—1)-- 
=—Í —1=>—2nhưng thực ra thì —Í(1 -- 1)—= —1.0 = 0. 


Phải mất không ít thời gian đề các nhà toán học nhận 
thức được rổ rằng ‹ qui tắc của các ký ì iệu » (3) và mọi 
định nghĩa khác thuộc về các số âm cũng như các phân 
số là không thể « chứng minh được». Chúng được 
hình thành với mục đích bảo đảm thực hiện được phép 
toán mà không xóa bỏ những định luật số học cơ bản. 
Cải có thể và phải chứng minh đề cho các định nghĩa 
đó được thừa nhận chỉnh là bảo toàn định luật cơ bắn 
của số học: định luật giao hoán, kết liợp và phân phối. 
Chinh Ơle vĩ đài đã dùng một chứng cở hoàn toàn chưa 
có tính chất thuyết phục đề chứng tổ rằng (—1). (—Ï) 
«phải» bằng + 1. Ống nói: s Tích số đang xét chỉ có 
thể bằng + 1 hoặc —1; nhưng không thề bằng (—1) bởi 
vì —Í = (-+-l) (_-Í)» 

Việc đưa phân số vào đề xóa bồ những trở ngại 
trong kùi thực hiện phép chia cũng hoàn (toàn tương tự 
như việc đưa số 0 và các số nguyên âm vào đề chuầu 
bị cho sự thực biện không giới hạn của phép trừ. : số 


hoặc thương sỐ x = của hai số nguyên là nghiệm số 


Ki 
b 
của phương trình ; 

8X = b (4) 
34 
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1 số đó là số nguyên chỉ khia là ước số của b, Nhưng 
nếu điều đó khòn¿ xấy ra (chẳng bạn kh: a -=< 2: b== ). 


„„ : 

ta sổ đưa vào một ký biệu mới - sọi là phán số 
t. : b 

Ihỏan raần điều kiện biểu thị bởi đẳng thức a. _ = b, 


tức - là nghiệm của (4) « theo định nghĩa ». Sự sáng 


lạO ra cybln số với tư cách là những ký hiệu mới về số 
đã bảo đảm cho sự thực hiện không có giới hạn của 
phép chia, rừ phép chúa cho 0. Các biều thức 1/0, 3/0, 
0/0, v.v... là những ký hiệu vỏ nghĩa đối với chúng ta. 
Nếu như thừa nhận phép chia cho 0 thì từ dẳng thức 
dủng 0, 1 -: 0. 2 sể suy ra một hộ quả sai Í = 2. Có 
khi ta biểu thị những biều thức đó bằng ký biệu «vô 
hạn.», nhưng với điều kiện không được xử lý ký, hiệu 
này như là nó đã tuân theo các định luật số học thông 
thường. 

Bảy giờ thì ta đã rở những nguyên tắc vây dựng hệ 
thống (õ! cả các sổ hữu tỷ —- số nguyên và phân số, số 
dương và số âm. Trong phạm ví mở rộng đó thì không 
nhitngơ các định luật hình thức — định luật kết hợp, 
giao hoán và phản phối — là đúng, mà các phường 
trình a -+- x = b và ax= b luôn có nghiệm duy nhất 


x=b—a và x= bi z0). Nói cách khác, trong phan 
a 


vi số hữu tỷ, các phép toán hữu tj — phép cộng — trừ, 
nhân và chia— được thực hiện không giới hạn và không 
vượt ra ngoài phạm vi đó, Những phạm vi số đóng kín 
như vậy được gọi là những trưởng số. Ta sẽ gặp lại 
những thí đụ về trường sế sau này, ở chương này và 
chươig: H, 

Sự mở rộng phạm vi bằng cách đưa ra những ký hiệu 
xuới được tiến hành sao cho các định luật của phạm vỉ 
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bà., đầu vẫn còn được hảo (oàn tron phạm vì đã mở 
ròng. Đỏ là mội thi dụ điền hình của gu;/cn lý suy 
hộng. 

Sự mổ rộng từ số {tự nhiên đến số hữu tỉ không 
những thỏa mẩn được nhu cầu loại trừ tính giỏi hạn 
của việc thực hiện các phép tình trử và chia, mà còn 
thỏa mãn được nhu cầu thực tiễn về gki lại kết quá 
do đạc một cách thuận tiện. Chính sự kiện số hữu tỷ 
thỏa mãn đồng thời những nhu cầu về thực tiễn và lý 
thuyết đi làm cho chúng có tầm quan trọng đặc biột. 
Ta nhận thấy việc mở rộng khái niệm về số được thực 
hiện bằng cách đưa vào những ký hiệu mới và trừu 
tượng như 0, —2, hoặc 3/4. Ngày nay, chúng ta xử lý 
những ký niệu đó một cách thông thạo và tự tin má 
không cần nghĩ đến bản chất của chúng. Và cũng khó 
mà tưởng tượng được rằng trong thế kỷ XXVH, chúng 
còn được tất ít tín nhiệm so với số tự nhiên, nếu như 
chủng được sử dụng thì với mức độ hoài nghỉ rẤt lớn. 
Bản chất cố hữu của ý thức cou người có xu hướng 
bá:na vào «cái cụ thê» được thề hiện trong dãy số tự 
nhiên, lä nguyên nhân gây ra tính chậm trễ của quá 
trình tiến hóa tất yếu. Chắc chắn có thể xây dựng một 
hệ thống số học hoàn hảo về lôgic bằng sự trừu xuất 
cải thực tại. 


3. Hiou diễn bình bọc cáo số bứu tý. Có thề thu 
được một biền điễn hình học hệ thống số hữu tỷ bằng 
sách nhữ sau: | 

Trên một đường thẳng 
nào đó (trục số) ta đánh 

——————————D đấu một đoạn thẳng tử 0 
đến 1 (bình 8). Nói chung, 
èó thể chọn mọt cách tùy 
H. 8. Trục số ý, do dài đoạn thẳng đơn 
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vị. Các số nguyên dương và âm được biểu diễn bởi tập 
hợp những điểm cách đều nhau trên trục số, các số 
dương được ghỉ ở bên phải, các số âm dược ghi ở bên 
trái điềm 0. Muốn biều diễn các số có mẫu số n, ta 
chia mỗi đoạn có độ dài đơn vị ra n phần bằng nhau, 
các điềm chia biều thị các phân số có mẫu số n. Nếu 
ta làm như thế vởi những giá trịn tương ứng với 
mọi số tự nhièn, thì mỗi số hữu tỉ sẽ được biều diễn 
bởi một điề¡a nào đó của trục số. Ta qui ước gọi những 
điềm đó là những điềm hữu tỉ», nói chung thì các 
thuật ngữ « số hữu tỉ» và «điềm hữu tỉ» được coi là 
đồng nghĩa. Quan hệ bất đẳng thức A < B đối với số 
tự nhiên dã được định nghĩa trong §1, chương I. Quan 
hệ đó được thể hiện trên trục số như sau: nếu số tự 
nhiên Á nhỏ hơn số tự nhiện B thì điềm A ở bên trái 
điềm B, Vì quan hệ hình học nêu trên được thiết lập 
cho mọi cặp điềm hữu tỉ, cho nên tất nhiên ta phải mở 
rộng quan hệ bất đẪng thức số học đề bảo toàn thứ tự 
hình học đó đối với các điềm đang vét. Điều này có 
thề đạt được, nếu thừa nhận định nghĩa sau đây: ta 
nói rằng số bữu LÍ A nhỏ hơn số hữu tỉ B (A < B) hoặc 
B lớn hơn số A (3 > À) nếu hiệu Ö — Á dương. Do 
dó, những điền (số) ở gử?a A và B (nếu A =< B) là 
những điềm đồng thời > A và <B. Mỗi cặp điềm A 
và B như vậy cùng với mọi diềm ở giữa chúng được 
gọi là mi đoạn và được ký hiệu là {A, BỊ}, còn tập hợp 
chỉ gồm những điềm ở bên trong được gọi là mới 
khoảng và được ký hiện là (A, B). 

Khoảng cách từ một điềm Á bất kỳ đến gốc 0 được 
xem như một số dương và được gọi là giá trị tuyệt đối 
của B với ký hiệu là †A {. 

Khải niệm «giá trị tuyệt đối» được định nghĩa như 
sau: nền Ã > 0 thì | Á | = A, nếu Á <0 thì !A| = 
= — A. lỗ ràng nếu A và B cùng dấu thị có đẳng thức 
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LÁ 

LA- ¡<S{†AI+ 1B. Kết hợp hai bất đẳng thức 

đó với nhau ta có bất đẳng thức : 
LA-+BI<|AI+|IBl. 

đúng với mọi A và ÖB. 


Sự kiện có tầm quan trọng nền tẳng được biểu thị 
bằng mệnh đề (định lý) sau đây: các điềm hữu tỉ là trù 
mật khắp nơi trên trục số. Ý nghĩa của khẳng định này 
là, trong một khoảng bất kỳ dù nhỏ đến đâu cũng có 
những điềm hữu tỉ. Muốn chứng mỉnh sự đúng đẳn của 
khẳng định vừa nêu, chỉ cần lấy một số n đủ lớn sao 
cho khoảng (1, 1/n) nhỏ hơn một khoảng (A, B) 
cho trước, khi đó, có ít nhất một trong những điềm. 
có dạng m/n nẫm trong khoảng đã cho. Như vậy› 
không tồn tại một khoảng nào trên trục số (ngay cả 
khoảng nhỏ nhất mà ta có thể biều diễn được) mà 
bên trong nó không có điềm hữu tỈ nào cả. Từ đỏ, 
suy ra hệ quả sau: mọi khoảng đều chứa một tập 
hợp vô hạn điềm hữu tỈ. Thực vậy, nếu một khoảng 
nào đó chỉ chứa một số hữu hạn số hữu tỉ thì, bên 
trong khoảng tạo bởi bai điềm hữu tỉ kề nhau như thế 
sẽ không có một điềm hữu tỈỉ nào cả — điều này mâu 
thuẫn với sự kiện vừa được chứng mỉnh ở trên. 


+ BỊ =|AÀI-+IB, nếu, Á và B là khác dấu thì 
+Ðủ 


§ 2. ĐOẠN THẲNG VÔ ĐỐC — SỐ VÔ TÌ — GIỚI HẠN 


1. Mở đàu. Khi so sánh độ dài hai đoạn thẳng a và b 
có thề xầy ra trường hợp a được chứa tronz b đúng 
một số nguyên r lần. Trong trường hợp này độ dài của 
đoạn b được biêu thị qua độ dài đoạn a rất đơn diân : 
độ đài b gấp r lần độ đài a. Có thề xây ra trường hợp 


A3 


http://tieulun.hopto.org 


không tồn tại số nguyên r có tỉnh cbất như trên, lúc 
này, nếu chia đoạn thẳng a thành một số phầu bằng 
nhau nào đó, chẳng hạn n phần bằng nhau (mỗi doạn 
đải a/n), rồi lấy một số nguyên m lần các phầu đó thì 
được đúng đoạn thẳng b: 
th sứ đ đ} 
n 
Nếu có hệ thức (1) thì ta nói rằng hai đoạn a và b 
thông ước oới nhau vì chúng có «một độ đo chúng »: 
đỏ là đoạn thẳng có độ dài a/n được chứa trong đoạn 
thẳng a dúng n lần, được chứa trong đoạn thẳng b 
đúng m lần, Một đoạn thẳng b nào đó là thông ước 
hoặc vô ước với đoạn thẳng a tùy thuộc ở chỗ chọn 
được hay không hai số tự nhiên m và n (n < 0) sao 
cho có đẳng thức (1). Đề ý đến h.9; giả thử ta chọn 
đoạn thẳng đơn vị (0, 1) làm đoạn thẳng a và xét tất 
cả những đoạn thẳng có thề có được mà một đầu mút 
trùng với 0. Lúc này, chỉ những đoạn thẳng có đầu 
mút thứ hai trùng với một điểm hữu tỉ m/n nào đỏ 
là thông ước với đoạn thẳng đơn vị mà thôi. 


Trong thực tiễn đo đạc thì số hữu tÏ là hoàn toàn đủ 
dùng. Vì các điềm hữu tỈ là trù mật khắp nơi, do đó về 
mặt lý thuyết có thề cho rằng mọi điềm trên trục số là 
điềm hữu tỉ được không. Nếu thế thì mọi đoạn thẳng 
đều thông ước với đoạn thẳng đơn vị. Nhưng vấn đề 
không đơn giản như vậy. Sự xác nhận tỉnh trạng này 
là một tronø những phát minh sáng chói nhất trong 
toán học ngay từ thời cô đại (trong trường phái Pitazo): 
Tòn tại những đoạn thằng oỏ ước với nhau hoặc nói 
cách khác, (nếu giả thiết rằng mỗi đoạn thẳng đều 
tưrơng ứng với một số nào đỏ biểu thị cho độ đài của 
nó) (ồn tại những số oô fỉ. Việc ý thức được sự kiện 
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khoa học có (ầm quan trọng lớn lao nhất này mới chỉ 
là linh cẵmm. Nó là cơ sở cho cái mà ngày nay chúng 
ta coi là một pnương pháp toán học chặt chế và được 
xem nh :nột cống hiến của các nhà toán học Hy lạp 
cho khơa học. Không còn nghi ngờ gì nữa, phát rainh 
tuyệt vời này đã ảnh bưởng sâu sắc đến toàn bộ toán 
học và ngay cả triết học từ xưa đến nay, 


2-3 7 2# ; ở 


H. 9. Các điềm hữu tỉ 


Lÿ thuyết các đại lượng vô ước, được trình bày dưới 
hình thức bình học trong cKhởi đầu » của Ơclid, là 
- một thành tựu tỉnb vi nhất của toán học liylạp (nó 
thường được trình bày qua những mầu chuyện kề của 
Œclid dùng đề giảng dạy ở nhà trường). Mãi đến cuối 
thế kỷ XX sau những cố gắng của Đêđèekin và Valơstrax 
nhằm tạo nên lý thuyết số vô tỉ chặt chế thì lý thuyết 
này mới được đánh giá cao tương xứng với nó. Sau này 
ta sẽ trình bày lý thuyết đó trên quan điềm của số học, 
diện đại. 


Trưởc hết, ta xá: nhận 
rằng: Mi đường chéo hình 


uuông pô ước với cạnh của 
| nó. Giả thử cạnh hình vuông 
được cl:ọn làm đơn vị dài. 
Ta biêu thị độ dài đường 
—— chéo của nó là x. Theo định 
ếd b ° 
X pc lý Pitago, ta có ; 


HH ï0. Cách dựng số V 2ˆ x2 = 1? + 1? = 2 
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(Số x như thế được ký hiện là ƒ2 ). Nếu x thông ước 
vở: đơn +: thi có thề tìm được hai số nguyên p và q 
sao cho x=p/q và ta có đẳng thức 

p° =2q” (2) 
Có thê giả thiết rằng phân số p/q là tối giản ; nếu không 
thế thì ngay từ đầu ta ước lược cho ước số chung lửn 
nhất của p và q. Vẽ phải có thừa số 2 cho nên p? là số 
chẵn, tức p cũng là số chẵn, bởi vì bình phương của 
số lể cũng là số lẻ. Bây giờ, có thề đặt p —2r. Khi đó 
đẳng thức (2) sẽ có đạng: 

4t? -= 2p? bay 2r? = pŸ 


Vì vế trái có thửa số 2 cho nên q? chắn và do đó q 
eñng chăn. Như vậy, p và q là các số chẵn, tức là chúng 
chia hết cho 3, điều nảy mâu thuẫn với giả thiết phân 


số -Ê tối giản. Như vày không thể có đẳng thrc (2) và 


q 
x không thề là số hữu tỉ. 


Có thề phát biều kết quả này một cách khác: Ý 2 là 
số vô tỉ, 


Lập luận vừa nêu chứng tỏ rằng một phép đựng hình 
bọc dơn giản nhất sẽ dẫn tới một đoạn thẳng vô ước 
với đơn vị. Nếu một đoạn thẳng như vậy được đặt 
bằng compa tử điềm O trên trục số thì điềm dựng được 
(điểm mút cuối của đoạn thẳng) sẽ không trùng với một 
8õ hữu tỉ nào. Như vậy hệ thống các điềm hữu tỉ (dù 
rằng trù mật khắp nơi) vẫn khóng phủ (oàn bộ trục số. 
Tãt nhiên, một tập hợp điềm hữu tỈ trà mật khắp nơi 
mà không phủ được toàn bộ đường thẳng thì thật là lạ 
lùng và kỷ d¿ đối với sự nhận thức ngây thơ. Không cả 
một ¿trực giác » hào giúp ta «thấy được » các điềm vô 
tỉ va phân biệt chúng với các điềm hữu tỉ, Không sấy 
gi làm lạ rằng sự phát hiện ra đoạa thẳng vò ước ủñ 
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l4¿:u xôn Xao các nhà toán học và các nhà tư tưởng lẫy 
lạp. Sự tồn tại đoạn thẳng vỏ ước chọ đến nay vẫn còn 
gây ấn tượng mạnh mề cho những người có xu hưởng 
suy tưởng sâu; sắc, Việc dựng theo ý muốn một số tùy 
ý doạn thẳng vô ước với đơn vi là không có gì khó 
lhăn. Điềm mút của tát cả các đoạn thẳng như vậy — 
với điều kiện điềm đầu của chúng phải trùng với điềm 
0 — sẼ tạo thành một tập hợp các điềm vò tỉ. Lưn ý 
rằng khi đưa số hữu tỈ vào, ta có một nguyên tắc chủ 
đạo là: bảo đản: đo được độ dài các đoạn thằng bằng 
các số, va nguyên tắc này vẫn tiếp tục chỉ đạo chúng 
ta khi xét đến các đoạn thẳng vô trớc. Nếuta muốn có 
xuột tương ứng hai chiều giữa một bên là các số và 
một bên là các điểm trên trục số thì không thề tránh 
khỏi phải đưa số oô iÌ vào. 


Đề tóm lại những điều đã nói cho đến bây giờ; ta 
kết luận rằng số vỏ tỉ biều thị cho độ đài của đoạn 
thẳng vô ước với đơn vị. Trong các mục sau, ta sẽ 
phải chính xác hỏa một vài định nghĩa thuần túy hình 
học còn mơ hồ đề đi đến một định nghĩa thỏa mãn 
quan điềm logic chặt chẽ. Khi xem xẻt vấn đề này ta 
sẽ bắt đầu từ các phân số thập phân. 


2. Phản số thập phản hữu hạn và ve bạn. Muốn phủ 
trục số bằng một tập hợp điềm trù mật khắp nơi thì 
khỏng cần phải dùng đến oán Độ tập hợp số hữu tỈ: 
ohẳng hạn, chỉ căn dùng những số hình thành nên do 
ciia đoạn thẳng đơn vị thành 10, 100, 1000 v.v... phần 
bằng nhau. Các điềm chia thu được sẽ trơng ứng vời 


« Cao phìn số thậi: phân 2, Thí dụ : 0,12 = tự -+ “ự 


tương ửng với điềm nằm ở trong khoảng dđiơn vị dầu 
tiên, ở trong «phân khoảng » thứ hai đài 10ˆ!, cụ thể 
là điềm đầu của « phân khoảng con» thứ ba dài 10ˆ% 
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(*" nghĩa là = }: Nếu phân số (hập phán loại này 
a 


chứa n số sau dấu phẩy thì nó có đạng : 
f =Zz-+ay. 10”! + a¿, 1072 + a¿. 10”) +... Bay, 109, 


trong đó z là số nguyên, còn các hệ số a là các chữ 
số 0, l, 2, .„ 9 biều thị số phần mười, số phản 
trăm v.v... Số f được viết gọn trong hệ thập phân nÌư 
8a0 : 2, ñ¡ 8s 8„... An. Ta thấy nưay rằng các phân sỐ 
thập phân loại này có thể biểu thị được dưới dạng 


phân số thường chày trong đó q = 10*; thí dụ: 
q 


3 { 4 1314 
pẰel1ð1d= 1 6 T T66 T "10007 1000 

Nếu p và q có thừa số chung thì có thể rút gọn phân 
số đi, lúc này mẫu số sẽ là một ước số nào đó của 10°, 
Mặt khác, một phân số tối giản mà mẫu số không phải 
là ước số của lũy thừa của 10 thi không thê viết dười 
dạng phản số thập phân thuộc loại nói ở trên. Thí dụ, 
_ _—-^_ = 0,2, " —= _- =0,004; nhưng -S không 
Đ 10 290 1000 3 
thể viết thành phân số lẻ thập phàn, với một số hữu 
bạn số lẻ thập phân, dù n lớn đến đâu. Thực vậy, tử 
đẳng thức: 

1 b 


8 Tơ" 





suy ra ; 10” == 3b, 


Không thề có đẳng thức cuối này vì 3 không phải là 
thửa số của bất cử lũy thừa nào của 10. 


Bây giờ ta lấy một điềm P tùy ý trên trục số không 
tương ứng với một phân số thập phân hữu hạn nào 
cả; chẳng hạn, có thề lấy điềm hữu tỉ = hoặc điềm 
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vô tỉ V2. Như vậy, điềm ¡' không bao giờ là diễn: 
chia trong quá trình phân chia liên tiếp đoạn thẳng 
đơn vị thành 10 phần bằng nhau: nó sẽ năm bền trong 
các khoảng thập phân mà độ dài của các đoạn này 
giẫm đi vô hạn; các mút của những khoảng này tương 
ứng với những phản số thập phân hữu hạn và dẫn tới 
điềm P với dộ chỉnh xác tùy ý. Ta hãy xét tỉ mỉ hơn 
quá trình xấu +ï này. 


Giá thiết rằng diễn P nằm trong khoảng đơn vị thử 
nhất. Phân khoáng đó ra 10 phần bằng nhau mỗ: phần 
đài 10—1 và giả thiết rằng điềm P rơi vào trong khoảng 
thử ba chẳng bạn. Lúc này, ta có thề khẳng định rằng 
P bao hàn giữa các phân số thập phân 0,2 và 0,3. 
Ta tiếp tục chia khoảng từ 0,2 đến 0,3 ra 10 phần bằng 
nhau mỗi phần dài 10”? và thấy rằng P rơi vào trong 
khoảng thứ tư chẳng bạn. Lại chia khoảng này ra 10 
phần bằng nhau, ta thấy rằng điềm P rơi vào trong 
khoảng thứ nhất chắn; hạn có độ dài 10”®. Bây giờ có 
thề nói rằng điềm P bao bàm giữa 0,230 và 0,231. Quá 
trình này cá thể kéo đài vô bạn và dẫn đến một đầy 
vô hạn các Chữ số aạ, 4s... 92; .., Có tính cbất như 
s:n: điền Ð nằm tran? khoảng I„ mà diễm múi đầu 
là Ö, ai tạng ... Bar vn, diễm mút cuối là O0, ay a; 8s... 
#._¡ (8, E1) và độ dài lạ bằn 10" Nếu vẽo ti:eo 
thứ tự n= Í1, 2, 3, 4..., ta thấy rằn,: mỗi khoảng ly, Í, 
l›, ... nẫm trong khoảng đứng trước ,ó, độ dài của 
những khoảng ấy là 10”!, 1073, 10”8,... giảm đi vô bạn. 
7a nói vẫn tắt hơn là: điềm P nẵẫm trong mội dầu các 


khoẳằng thép phân thối lại, Thi dụ, nếu điềm: † là —. 


thì mọi chữ số ai, a¿, aạ, ... bằng 3 và Ì? nằm trong một 


lkhoảng TL tùy ý từ 0,333... 353 đến 0,335... 34, tức là 5 
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lớn hơn 0,333... 333 và nhỏ hơn 0.333... 34 vời số chữ 
số tùy ÿ sau dấu phẩy. Trong trường hợp này ta nói 
rằng phân số thập phân n chữ số 0,333... 33 «dần tời 


h «khi số chữ số n tăng lên vô hạn, Ta qui ườc viết 


là : 5 = 0,333..., các dấu chấm có nghĩa là phân nỗ 


thập phân có thể kéo dài « đến vỏ hạn ;. Điềm vô t2: 
được xét xét ở mục 1 cũng dẫn đến một phân số thập 
phân vô hạn. Nhưng trong trường hợp này thì qui 
luật của các chữ số liên tiếp trong dạng thập phân đó 
đã không rõ ràng. Khó mà chỉ ra một công thức cho ta 
chữ số đứng ở vị trí thử na mặc đầu có thề tinh được 
tủy ý bao nhiều chữ số : 

1? =Í <2< 2 = 4 

ạq,4) œ 1,96 < 2 cãi (1,5* = ®.2 

(1,41) -: 1/9881 <23<(¡,42? = 2,0254 

(1,414)? = 1,999396 << 2 << (1,415)3 —= 24009225 
(1,4142)% =—= 1,99996164 < 3 = (1.4153) =— 2 009241449 
NV, 


Đề định nghĩa tổng quát, ta nói rằng một điềm P 
không biều diễn được dưới dạng mội phân số thập 
phân với một số hữu hạn các chữ số thập phâa› sẽ 
được biều diễn dưới dạng một phân số thập phân tuần 
hoàn Z, ay a¿ a;...., nếu điềm ấy nằm trong khoảng cò 


độ dài 10~" với điểm nút đầu là z, ai aa a¿... a,. 


Như vậy, ta đã thiết lập sự tương ứng giữa tất cả 
các điềm của trục số và tất cả các phân số thập phản 
(hữu bạn và vô hạn). Bây giờ ta đưa ra một dịnh nghĩa 
mở đầu: «œsó » là phân số thập phân hữu hạn hoặc oó 
hạn. Những phân số thập phân vô hạn không biều thị cho 
số hữu tỉ được gọi là những số vô t. Cho đến giữa 
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thế kỷ XÍX những lý giải tương tự như những lý øiải 
đã nêu trên vẫn được coi là đủ dề giải thích cách xây 
dựng hệ thống số hữu tỉỈ và vô tỉ — Continum số, Những 
thành Hru phi thường của toán học bắt đầu từ thế kỷ 
XVÏÍ, đặc biệt sự phát triền của hình học giải tích và 
phép tinh vị tích phân, đã dựa hẳn trên quan niệm như 
thế về hệ thống số. Tuy nhiên khi xem xét lại một 
cách có phẻ phán các nguyên tắc và củng cố lại các kết 
quả. người ta cảm thấy ngày càng rõ ràng cần phải 
phân tích chính xác và sâu sắc hơn khái niệm số vô tỉ. 
Nhưng, trước khi phác họa lý thuyết continnm số hiện 
đại, ta cần xem xét và làm rõ ~ một phần nào đó dựa 
trên cơ sở trực giác — một trong những khái niệm 
đoán học cơ bản — khái niệm giới hạn. 


3. Giới hạn. Cấp số nhân vô bạn. Như đã biết trong 
mục trước, cỏ khi một số hữu tỈ s nào đó được xấp xỉ 
bằng một đầy các số hữu tỈ khác sạ, trong đó chỉ số n 
nhận liên tiếp tất cả các giá trị 1, 2, 3... Chẳng hạn có 
thẻ lấy : s = 1/3, trong đó s; = 0, 3, S¿ = 0, 33, s; = 
= 0,333 v.v... Một thí dụ nữa, ta chia khoảng đơn vị 
ra hai phần bằng nhau, rồi lại chia nửa thứ bai thành 
nai phần bằng nhau, rồi lại chia khoảng thử hai vừa 
tìm được pày thành hai phần bằng nhau v.v... cho đến 
khí khoảng nhỗ nhất tìm được bằng cách như thế 
bằng 2^°, trong đó n là số cho trước tùy ý lớn, chẳng 
hạn n = Í00, n = 10000 v.v... sau đó cộng tất cả các 
khoảng đó lại với nhau (không kề khoảng cuối cùng), 
ta dượ" độ dài : 

sa = 1/2 -} 1/4 -} 1/8 -- 1/16 +} ... + 1/2" (3) 
Dễ dàng nhận thấy rằng sa khác 1 một lượng (1/2)° và 
sự sai khác đó nhỏ bao nhiêu cũng được hoặc «dần 
tới Ủ» khi n tăng vô hạn. Nói rằng hiệu đỏ Öởng 0 khi 
n bằng «vô hạn» là không có nghĩa. Võ bạn trong 
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toán học liên kết với mới quá trinh nào đó không có 
cái tận cùng và không khi nào liên hệ với mới đại 
lượng thực tại. Đề mô tả sự biến thiên của s„, ta nói 
rằng tồng š„ạ dần tới giởi hạn 1 khi n dần tới vô hạn, 
và viết là ; 

1 


1 1 1 
1 ———~. — —=- ..°. 4 
j7 na Up. (4) 


trong đó vế phải là một đẩy pó hạn. Không nên hiều 
đẳng thức sau cùng này theo nghĩa công vô hạn các 
số hạng: đó chỉ là cách øiế! fắt của sự kiện: 1 là giới 
hạn của các tồng hữu hạn s„ khian dần tới vô hạn 
(nhưng khóng bao giờ bằng vô hạn). Như vậy đẳng thức 
(4) có một ý nghĩa chính xác thề hiện qua dãy từ bắt 
buộc sau đây: 


«1 bẵng giới hạn (khi n dẫn tới vô hạn) của biều 
thức: 


8 —= — — —_— «.e“^+ — 3 
vẽ ty Ty «Ty - 
và viết ngắn gọn hơn nhự sau: 
_ §%a —> Í khi n — œ (6) 


Khi nói về các giới hạn, ta còn xem xét thêm một 
thí dụ nữa. Giả thử ta có một dãy vô hạn các lũy thừa 
khác nhau của q: 


q; q2, q, q$, .... q°, ..e 
Nếu — 1 < q <l, chẳng hạn q = m hoặc q———”, 
thì q® sẽ dẫn tới 0 khi n tăng vô hạn, Nếu q là số âm 
thì dấu của q° xen kẽ nhau: sau -- đến — và ngược 
lại. Bởi thế, q* dẫn tới 0 «tử bai phía». Chẳng hạn, _ 
nếu : 
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—-1 ứga~-Ì Q_ —-Ì, qe—~ TL. 
nếu q = 7390505 1990000770) lâu S” = sig VI 
Ta khẳng. định rằng: giới bạn của q° bằng 0 nếu q 
dần tới vô bạn hoặc viết bằng kỷ hiệu là: q° -—>+ 9 khi 
n—> œ, nếu —- 1< q << 1(7). (Nếu q > l hoặc q > - 1 
thì q" không dẫn tới 0, mà tăng lên vô hạn về giá trị 
tuyệt đối). 

Ta nên nêu chứng minh chặt chế của khẳng định (?). 
Ở trang 40 ta đã thấy rằng với mọi n nguyên dương 
và p>> —1 có bất dẳng thức (1-+p)* >i-+np. Giả 
thử q là số dương nào đó nhỏ hơn đơn vị, thí dụ 


_Ñ_ Lúc đ 
= xÑ: ó, có thể đặt q = 
4¬ Wtq =1 





: , trong đó p>0. 
p 


Từ đó suy ra: 





=(†+p)" > 1+ np > nọ, 


n 


1 1 


hoặc (xem định nghĩa trang 102): 0 <qụ SN SG, 
p n 


Nghĩa là, q* bao hàm giữa số không đồi 0 và số 
TU ải , nó dần tới 0 khi n tăng vô hạn (vì p không 


p n 
đồi). Do đó rõ ràng q" -+0. Nếu q là số âm thì ta đặt 


{ = ~— “.x , như vậy q" sẽ bao hàm giữa các số 
i1+rp 
{1 1 1 1 & l 
— —.-— Và —. —; lập luận cũng sẽ được kết thúc 
p n 


p n 
như ở trên. 
Bây giờ ta xét cấp số nhân: 
sạ =1 +tqrq2+ 49+ «‹g” t8) 
1 


(Trường hợp q = = đã được xét ở trên). Như đã chứng 
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minh (trang 38) tồng s„ còn cỏ thề được biều thị dười 
dạng đơn giản và ngắn szọn hơn, Nhân s„ với q ta 
được: 
8, = q + q? + q°#+ q* +... + q"+1 (8a) 
và lấy (8) trừ đi (8a) ta được kết quả là: 
 — q)s;, = 1 — q°?! 
hoặc san khi chia cho 1 — q: 


=5... 5c 
= = 
l¬ q il-q 1-q 


Ta sẽ gặp khái niệm giới hạn nếu cho n tăng lên vô 
hạn. Ta vừa mới thấy rằng q"+! = q.q" đần tới 0 
nếu — < q < 1, do đó có thê kết luận : 


5. TỢ— khi n —> œ nếu —Í < q=< Í (9) 
~q 
Cũng có thể viết được kết quả đỏ nếu dùng dãy vô 
hạn : 
1+dq+dq? + đt đái m TT khi -1<q <1 (10) 
¬9 | 
.. 1 1 1 
Thi dụ: 1 — — —— ..‹ —S=—————— 
Mône TT m MỆ— + 1 


hs 


tương ứng hoàn toàn với đẳng thức (4); ta cũng có: 
9 9 9 9 9 1 1 


T07 102 1 102 T 10a L_ ảoc 10. 1 


10 


hay nói cách khác: 0,9999... — 1, Hoàn toàn tương tự 
như vậy, phân số hữu hạn 0,2374 và phản số vô hạn 
0,23739999... sẽ biền thị cho cùng một số. Ta sẽ trở lại 
khái niệm giới hạn trong chương VI khi xem xét vấn 
đề này với quan điềm biện đại và chặt chế hơn về 
mặt logic, 


= 2 
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4. Số hữu tỉ và phân số thập phân tuần hoàn, Những 
số hữu tỉ -ˆ khòng biều thị được dưới dạng phân số 


q 
thập phân hữu hạn, có thề phân tích được thành những 
phân số thập phân vô hạn nhờ phương pháp chia « kéo 
đà: s thông thường. Số dư trong mỗi giai đoạn của quả 
trình này phải khác 0 vì nếu không thế thì phân số đã 
là hữu bạn. Những số dư khác nhau chỉ có thể là 
những số nguyên từ 1 đến q — Í, do đỏ có tất cả q — Ì 
khả năng đối với giá trị của các số dư đó. Điều này có 
nghĩa là sau q phép chia thì một số dư k nào đó sẽ xuất 
hiện hai lần. Nhưng như thế thì tất cả các số dư tiếp 
sau cũng sẽ dược lặp lại theo thứ tự mà chúng đã xuất 
hiện sau lần xuất hiện đầu tiên của số dư k. Hởi thế, 
dạng thập phân của mọt số hữu tỉ đều có tính chũt tuần 
Roàản ; sau mộ! số số lẻ thập phân nào đó thì một nhóm 
các số lẻ thập phân sẽ bắt đầu được lặp lại vò hạn lần: 
Thí dụ, ~— = 0,1666666... _ =0,142857 142857 142857... 


-Ì =0,09090909; -Í22. — 0,110909090909...; —'1 = 
11 1100 90 

= 0,1222222... vv... (Về những số hữu tỉ được biểu thị 
dưởi dạng phân số thập phân hữu hạn, ta chủ ý rằng 
sau số lẻ thập phản cuối cùng cửa nó thì chữ số 0 sẽ 
được lặp lại vô hạn lần, do đó, những số hữu tỈ loại 
này cũng không bị loại ra khỏi nhận xét tông quát nêu 
trên). Qua những thí dụ đã dẫn ta thấy rằng ở mội 
số dạng thập phản của số hữu tỉ thì « cái đầu» không 
tuần hoàn đứng trước 4 cái đuôi » tuần hoàn. 

Ngược lại, có thê chứng minh rằng mọi phản số thập 
phản tuần hoàn là số hữu tỉ, Chẳnự bạn, tà xét phân số 
thập phản tuần hoàn : 

p = 0,332222.. 
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Có thể viết: p = -+- 10-3, 2(1 +- 10~1 + 10ˆ3...) 





100 
Biều thứa trong ngoặc là cấp số nhân vô hạu : 





1 10 
Í + 107! + 107% + 19”® + „ve —— = 
'..- 
10 
Nghĩa là: 
: : 2990 29 
n=_-Ö5 +ịps,..Í0_ 2070220 _ 2090 _ 283 
1000 9 9.101 9000 900 


Chứng minh cũng được tiến hành như vậy trong 
trường hợp tồn: quát, những đòi hỏi phải đua vào một 
số ký hiện cồng kềnh phức tạp. Ta xét nhân số tuần 
hoàn tông quát: 

P= 0, 8r3a8a ‹.‹ 8mbbÙ¿ ° se babha «.. bab,bạ .‹.. Dạ 

Gọi B = 0, bạb;... b„ là chu kỳ. Bây giờ có thể viết: 
p—0,aiasa,... a„ -L 107” B(1 +107" £Ƒ 10729 +103®.,,) 

Biền thức trong ngoặc là cấp số nhàn vô hạn với 
p = 10~". Tông cấp số nhân này theo công thức (10) bằng 

bẠy HOT: 
ENEE-T.E ĐA) D=Ô, A¡3s¿8a ‹‹‹ 3m -E T— Tủ" 

5. Định nghĩa tềng quá: số hữu tì bằng các đoạa thật. 

Ta đưa ra đỉnh nghĩa sơ bộ ở trang l17 «Số» là 
phân số thập phân hữu hạn hoặc vô hạn. Ta dã qui 
ước gọi những phản số thập phân không biển thị dược 
bởi số hữu tỉ là số vô tỉ. Dựa vào những kết quả thu 
được trong mục trước, ta có thể phát Liều như sau: 
« confinuin số hoặc hệ thống các số thực (ở đây sỐ « thực » 
đối lập với số «ảo » hoặc e phức ») ld tập hợp tài cả các 
phân số thập phân øô hạn » khi viết thêm các số 0 vào 
thì phân số thập phản bữu hạn có dạng vô hạn, hoặc 
có một phương pháp khác thay chữ số cuối cùng a của 
phân số bởi a — 1 rồi thêm vào đấy một dãy vỏ hạn 
số 9. Chẳng hạn, 0,999 = Í (xein mục 3). 
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Số hữu tÌ là phân số tuần hoàn, số uô tÌ là phân số không 
tuần hoàn. Song, một định nghĩa như vậy là chưa hoàn 
toàn đầy đủ. Thực vậy, như ta đã thấy trong chương Ib› 
hệ thập phâax về bẫn chất không có gì đặc biệt se với 
các hệ thống khác. Chẳng hạn, ta cũng có thẻ xử lý 
hoàn toàn như thế đối vời hệ nhị phân. Du dó, việc 
đưa ra một định nghĩa tầng quảt hơn của continum số, 
độc lập với việc chọn cơ số 10 hoặc cơ số bất kỳ nào 
khác, là rất cần thiết. Có lễ, phương pháp đơn giản 
nitất đề hái quát hỏa là như 3au : 

Ta xét một dãy nào đó các đoạn thẳng l„ lạ, ï¿.., l, 
với các đầu mút hữu tỉ; ta giả thiết rằng mỗi đoạn tiếp 
sau đều nẫm trong đoạn trước và độ đài doạn thư nạ) 
dần tới 0 khi n tăng vô hạn. Ta gọi dãy các đoạn « lồng » 
vào nhau như vậy là đãu các đoạn thảt. Trong trường 
hợp thập phân thì dộ dài lạ bằng 10~", nhưng nó có thề 
bằng 2~", hoặc chỉ cần nó nhỏ hơn 1/n cũng được. Bây 
giờ, ta đưa ra một mệnh đề sau đây được xem như một 
định đề hình học cơ bản với mọi dãy các đoạn thắt : 
Vời mọi dãy các đoạn thắt, tồn tại một và chỉ một điềm 
trên trục số nã trong mọi đoạn thẳng đó (Rất rõ ràng 
rằng không thể tồn tại quá một điềm như vậy vì độ dài các 
đoạn thẳng đần tởi0, mà hai điềm khác nhau thì không 
thề ở trong ¡nột đoạn (hẳng có độ dài nhỏ hơn khoảng 
cúch giữa bai điềm ấy). Điểm đó, theo định nghĩa, được 
gọi là số thực; nếu không hữu tỉ thì được gọi là oô 
ii. Nhờ định nghĩa này, ta thiết lập được sự tương ứng 
hoàn toàn giữa các điềm và các số. Ở đây, không có gì 
hoàn toàn mới : đó chỉ là định nghĩa số như một phản 
số thập phân vô hạn dưới dạng tồng quát hơn mà thôi. 

Ở đây, hẳn mọi bạn đọc sẽ có những hoài nghỉ hoàn 
toàn có cơ sở. Thực ra thì s điềm » trên trục số không 
tương ứng với số hữu tỉ nằm trong mọi đoạn thắt, là 
cái gì? Câu trả lời của chúng ta là như sau sự tồn tại 
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những, điềm trên trục số (xem như một hình ảnh hình 
học; nẫm trong mọi đoạn thắt có các mút hữu tỉ là 
một định đề lình học cơ bản, Khòng cần qui nó về 
những mệnh đề toán học khác. Ta thừa dnhận nó như 
đã thừa nhận các tiên đề và định đề khác trong toản 
học là dựa vào sự có lý về mặt trực giác và dựa vào 
lợi ích của nó trong việc xây dựng một hệ thống mệnh 
đề toán học liên tiếp. Một cách thuần tủy hình thức 
ta có thể xuất phát từ một trục số mà ta tưởng 
tượng chỉ gồm những điểm hữu tỉ rồi sau đó định 
nghĩa điềm vô tỉ như m2 ký hiệu biều thị cho mới 
đâu các đoạn thắt nào đó. Điểm võ tỉ được xác định 
boàn toàn bởi một dầy các đoạn thắt mà độ dài dần 
tới 0, Như thế dinh đề cơ bản của ta đã thực sự là 
một định nzhĩa. Sau khi dãy các đoạn thắt đã được 

đưa vào nhờ trực giác nhằm khẳng dịnh « sự tồn tại » 
của điểm vó tỉ thì, việc thừa nhận một định nghĩa như 


._~-_————2` ————=.<- - {Of .-—T—=——m==—=- x~—— ——==ltcemESE=K=n s2 
—__—— _-_———— Ẩ_—¬ - —m———mbfÖ— ———- -— 
~_—.-. —— >_——~-—— —_— ——2z———- ——, 
- >—————— —>~O— m————~~= eeororoceodd 
———©c— — ———— -———~—*>—-———-=——-—— 

‡ 
——  - ——————— ng | 
——_._—_—_____ ————————— —_——————— -. ` — 
_-———————>———.  ———-—©-————— ———— 


H. 11. Các đoạn thất. Giới hạn của các dãy‹ 


thế có nghĩa là sự vứt bỏ « cái mạng › trực giác mà lập 
luận của ta đã dựa vào đó và, dã ý thức được rắng 
mọi tính chất toán học của các điềm vỏ tỉ là có thê 
nhận thức được và biểu diễn được với tư cách các tính 
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chất của dãy các đoan thắt. Với quan điềm toán bọc 
thuần túy thì, điều quan trọng ở đáy là, nếu thừa nhận 
định nghĩa số vô tỈ như dãy các đoạn thắt, ía có thề 
định nghĩa phép cộng, phép nhân v.v... và quan hệ bất 
đẳng thức bằng cách mở rộng trực tiếp các định nghĩa 
tương ứng trong trường số hữu tỉ, do đó bảo toàn cả 
những định luật cơ bản trong trường số hữu tỉ. Chẳng 
hạn, muốn tỉnh tồng hai số vô tỉ z và 8 nhờ hai đẩy 
các đoạn thất xác định ra các số z và B, ta sẽ xây dựng 
một dãy các đoạn thắt mới bằng cách cộng các điềm 
đầu và điềm cuối tương ứng của các đoạn thẳng nẫm 
trong các dãy cho trước với nhau. Cũng có thê làm 


như vậy với tích œ B, hiệu «—B và thương r3 . Dựa trên 


những định nghĩa này còn có thề chứng tỏ rằng các 
định luật số học đã được xét đến trong EÍ của chương 
này sẽ không bị hủy bỏ khi chuyên sang số vô tỉ. Ta 
sẽ không trình bày tỈ mỉ vấn đề đó ở đây. 


Việc thử lại tất cả các định luật trên là đơn giản và 
được thực hiện một cách trực tiếp không có khó 
khăn gì đặc biệt, nhưng nó có thể gây ra sự buồn chán 
cho những bạn đọc mới bắt đầu còn đang chủ ý nhiều 
đến vấn đề có thề làm gì nhờ vào toán học hơn là việc 
phân tích các cơ sở lôgic của nó. Không hiếm có 
những cuốn giáo khoa mới nhất về toán ngay từ những 
tranø đầu tiên đã cho những lý giải cầu kỳ về hệ thống 
số thực. Bạn đọc nào đã không đề ý đến nhữnz trang 
sách đó có thể yên tâm vì, cho đến tận cuối thế kỷ XIX, 
tất cả các nhà toán học lớn đều còn phát mình trên cơ 
sở khái niệm «ngây thơ» về continum số bằng trực 
giác. 
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Cuối cùng, về quan điềm vật lý học thì định nghĩa 
sỐ vô tÌ thông qua dầy các đoạn thắt phù hợp một cách 
tự nhiên với sự xác định số đo của một đại lượng nào 
đó bằng một loạt các phép đo liện tiếp với độ chỉnh 
xác ngày cảng lớn. Mọi thao tác được thực hiện đề đo 
chiều dài của một đoạn thẳng nào đó chẳng hạn, chỉ có 
ý nghĩa thực tế trong phạm vi sai số cho phép nào đó, 
độ lớn của sai số này do độ chính xác của dụng cụ 
quyết định. Vì các số hữu tỉ là trù mật khắp nơi trên 
trục. số, cho nên một thao tác vật lý nào đó, dù chính 
xác đến đâu cũng không cho phép phân biệt độ dài cho 
trước là hữu tỉ hay vô tỈ VI thế, có thể cho rằng 
không cần đến số vỏ tỈ đề mô tÃ các biện tượng vật lý. 
Nhưng trong chương VI chúng ta sẽ thấy rỗ tru thế 
thực sự của việc dùng số vô tỉ đề mô tả về mặt toán 
học các hiện tượng vật lý, thể biện ở sự đơn giản hóa 
lạ thường quá trình mô (ä nhờ khả năng sử dụng tự 
do khái niệm giới bạn mà cơ sở của nó là continum số. 


6. Các phương khác đè xác định só vô tỉ. Lát cắt 
Đeđekin. Risac Đêđêkin (1831—1916)—một trong những 
người đặt cơ sở xuất sắc nhất cho việc phân tích các 
cơ sở của toán học về mặt logic và triết học, đã chọn 
một con đường khác đề định nghĩa số vô tỉ —Các bài 
báo của ông « Sfetigkeit und irrationelle Zahlen ») và 
« Was sỉnd und was sollen đie Zahlen »(?) (1877) đã có 
ảnh hưởng sâu sắc đến việc nghiên cứu những nguyên 
lý cơ bản của toán học. Đêđêkin đã thích những khái 
niệm trừu tượng tồng quát hơn là những phép dụng 


(a) “Sự liên tục và số vô tỉ»_ 

(2) «Số là gì và số phải như thế nào *? 

(1) Tiếng Đức — Có nghĩa là “Sự liên tục và số vô tỈ ? 

(2) Tiếng Đức — Có nghĩa là «Số là gì và số phải như thể 
nào » chú thích của ND. 


105 


http://tieulun.hopto.org 


cụ thề kiền như dãy các đoạn thắt. Qui trình của ông 
đựa trên tư tưởng «lát cắt». Đây giờ ta sẽ trình bày 
qui trình đó. 


Ta giả thử rằng bằng một cách nào đó ta đã phân 
chia tập hợp số hữu tỉ thành hai lớp AÀ và B sao cho 
mọi số b của lớp B lớn hơn mọi số a của lớp A. Mọi 
sự phân chia như thế gọi là một lát cắi trong phạm vi 
hữu tỉ, Nếu lát cắt được thực hiện thì phải xẩy ra một 
trong ba khả năng logic sau đây: 


1. Tồn tại một phần tử lớn nhất a* trong lớp A. Khả 
năng này sẽ xảy ra, chẳng hạn trong trường hợp lớp 
À chứa tất cả số hữu tỉ<<1 và lớp B chứa tẤt cả số 
Hữu !ï>1. 


2. Tồn tại mỏi phần tử nhỏ nhất b* trong lớp B. Khả 
năng này sẽ xảy ra chẳng hạn trong trường hợp lớp À 
chứa tất cả số hữu tÌ< 1, lớp B chửa tất cả số hữư 
tỉ > 1, 


3. Trong lớp A không có phần tử lớn nhất, trong lớp 
B không có phần tử nhỏ nhất. Lát cắt loại này xây ra, 
chẳng hạn, trong trường hợp lớp A chứa mọi số hữu 
tỈ mà bình phương của chủng nhỏ hơn 2 còn lớp B 
chứa mọi số hữu tỉ mà bình phương của chúng lớn 
hơn 2. Các lớp A và B như vậy đã vét hết mọi số hữu 
tỉ, bởi vì ta đã chứng minh không có số hữu tỉ nào 
bình phương lên bằng 2. 


Về mặt logic, trường hợp trong lớp A có phần tử 
lớn nhất a* và trong lớp B có phần tử nhỏ nhất b* sẽ 


không thề xảy ra, vì số hữu tỉ = s Ð bao hàm giữa a và 





b sẽ lớn hơn phần tử lớn nhất trong lớp A và nhỏ 
hơn phần tử nhỏ nhất trong lớp B; tức là không nằm 
trong lớp A và cũng không nằm trong lớp B. 


106 


http://tieulun.hopto.org 


Theo Đêđêkin, trong trường hợp thứ ba — tức là khi 
không có số hữu tỉ lớn nhất trong lớp AÁ không có 
số hữu tỉ nhỏ nhất trong lớp B thì lát cắt sẽ là một 
số vô tỈ nào đó. Dễ đàng thử lại rằng định nghĩa của 
Đêđêkin phù hợp với định nghĩa dựa trên cơ sở các 
đoạn lồng vào nhau : tử một đẩy nào đó các đoạn lồng 
nhau lạ, I.„.. ta sẽ có một lát cắt nếu ta lấy mọi số 
hữu tỉ nhỏ hơn mút bên trải của ít nhất một đoạn ]„ 
xếp vào lớp Á, còn mọi số hữu tỉ khác xếp vào lớp B, 


Về mặt triết học thì định nghĩa số vô tỈ của Đêđêkin 
có mức độ trừu tượng cao hơn vì nó không bị giới 
hạn trong mộit qui luật toán học xác định các lớp A và 
B nào. Can to (1845 — 1918) đã đề ra một phương pháp 
khác cụ thể hơn đề định nghĩa continum số thực. 
Thoạt nhìn thì phương pháp này khác hẫn với phương 
pháp dùng dãy các đoạn thẳng lồng nhau và phương 
pháp dùng lát cắt, nhưng nó tương đương với mỗi 
phương pháp trên ở chỗ, continum số thu được trên 
cơ sở ba phương pháp có những tính chất hoàn. toàn 
giống nhau. Tư tưởng của Canto xuất phát từ: 1) số thực 
có thể xein như phân số thập phân vô hạn, 2) phân số 
thập phân hữu hạn có thề xem như giới hạn của phân 
số thập phân vô bạn. Theo Canto, đề không phụ thuộc 
vào phân số thập phân, ta thừa nhận rằng mọi dẩy số 
hữu hạn ay, aạ, a¿... (hội tụ) xác dịnh một số thực. Ở 
đây «sự hội tụ » được hiểu là hiệu «am — a„ạ) giữa hai 
số hạng của dầy dần tới 0, nếu m và n đồng thời tăng 
tên vô hạn độc lập với nhau (các xấp xỈ thập phân liên 
tiếp có tính chất này vì sau số lẻ thử n bai xấp xỈ bất 
kỳ sai khác nhau ít hơn 10~”), Theo phương pháp của 
Đêeđêkin thì một số thực có thể được xác định bởi 
những dãy số hữu tỈ khác nhau, cho nên cần nói thêm 
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rằng, hai dẩy aạ, a;, a,... và bị, bạ, bạ... sẽ xác định 
cùng một. số thực nếu hiệu a„ —bạ„ dần tới 0 khi n 
tắng lên vô hạn. Việc định nghĩa phép cộng, phép 
nhân v.v... theo con đường Đêđêkin đã vạch ra sẽ 
không gặp khó khăn gì. 


§3. NHỮNG ĐIỀU CÂN LƯU Ý TRONG PHẠM VI 
HÌNH HỌC GIẢI TÍCH 


1. Nguyên tác cơ bàn. Ngay từ đâu thế kỷ XVÏII con- 
tinum số đã được thừa nhận như là một cải gì đó 
đương nhiên hoặc có chịn một sự phê phản qua loa; 
đã trở thành cơ sở của toán học, đặc biệt của hình học 
giải tích và phép vi tích phân, 

Việc đưa vào continum số cho ta khả năng ứng với 
mỗi đoạn thing một số thực xác định nào đó với tư 
cách là «độ dài» của đoạn thẳng đó. Nhưng còn có 
thề đi xa hơn nữa. Không chỉ độ dài, mà nói chung, 
bãi kù một oật thê hình học nào cũng có ý nghĩa của nó 
(rong thế giới các con số. Bước quyết. định theo hưởng 
số học hóa hình học đã dược Phccma (1601 — 1665) giải 
quyết trước năm 162 và Đêcac (1596 — 1650) giải 
quyết trong năm 1637. Tư tưởng cơ bản của hình học 
giải tích là việc sử dụng « tọa độ » — những số liên kết 
với vật thể hình học cho trrởc và hoàn toàn đặc trưng 
cho vật thê đó. Phần lớn bạn đọc đã biết tọa độ vuông 
góc hay tọa độ Đêcac dùng đề xác định vị trí một điềm 
tùy ý trên mặt phẳng. Ta sẽ dùng hai đường thẳng 

vuông đøóc với nhau trên mặt phẳng: «trục X( và trục 
vo. Những trục này được xem như các đường thẳng 
số có hướng, irong đó phép đo được thực hiện nhờ 


108 


http://tieulun.hopto.org 


cùng một doạn thẳng đơn vị. Môi điềm P (hình 12) 
được cho tương ứng với hai tọa độ.x và y. Những tọa 
độ này dược xác dịnh như sau, Ta xét một đoạn thẳng 
có hưởng (vectơ) đi từ «gốc »› 0 đến điềm P, rồi chiếu 
vuông góc vectơ đỏ xuống cả hai trục, được đoạn chiếu 
OD'` trên trục x và OQ'" trên trục y. Hai số x và y là số 
đo, theo thứ tự; 














Øt 
P.4 # 
—¬.. 
F//4 7w 
H. 12. Tọa độ vuông H. 13. Bồn góc phần tưs 


góc của một điềm. 


của độ dài các hình chiếu OI?' và OQ° được gọi là fọa 
độ của điềm P. Ngược lại, nếu x và y là hai số bất kỳ 
cho trước-thì điềm P tương ứng sẽ được xác định một 
cách đơn trị. Nếu cả hai số x và y đều dương, thì P 
nằm trong góc phần tư thứ nhất của hệ tọa độ (hình 
13), nếu x và y đều âm thì điễm P nằm trong góc thứ 
ba, nếu x âm và y đương thì điềm P nằm trong góc 
thứ hai. Khoảng cách giữa điểm Pụ có tọa độ xị, yị và 
điểm Đạ có tọa độ xe, yạ được cho bởi công thức: 

đề = (Xị — %¿)? + (yì — ÿy¿)? ú) 
Điều này suy ra ngay từ định lý Pitagøo (hình 14) 

2. Phương trình của đường thẳng và đường cong. 
Nếu € là một điềm cố định có tọa độ x = a, y= b thì 
quỹ tích nhữ„«¿ điểm l? cách € một khoảng r cho trước 
là đường tròn tâm C bản kính r. Từ còns thức tính 
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khoảng cách giữa hai điềm (1) suy ra những điểm nằm 
trên đường tròn có tọa độ x, y thỏa mãn phương trình : 
(x — 4)? -r- (ÿy — b}=†? @) 
Phương trình này được gọi là phương trình của đường 
trỏn vì nó biều thị điều kiện cần và đủ đề một điềm P 
có tọa độ x, y nằm trên đường tròn tâm € bán kinh r. 
Nếu mở ngoặc, phương trình có đạng : 
x2 + y# — 2ax — 2by = k - (3) 
trong đó k=— r? —a? — b?, Đảo lại, nếu cho trước 
phương trình đạng (3) trong đó a, b và k ]à những 
hằng số tùy ý và tồng k -L a? + .b? dương thì nhờ qui 
trình đại số «bỗ sung cho đủ một bình phương » ta 
có thề viết phương trình đó đưới đạng: 
(x-a} + @-b)? = #, 
trong đó r? = k-+a?-+-b?. Bây giờ thì rõ ràng rằng 


phương trình (3) xác định một đường tròn bán kính r 
tâm Ô có tọa độ a, b 


Về hình thức, phương trình của đường thẳng còn 
đơn giản hơn. Chẳng hạn, phương trình của trục x có 
dạng y = 0 vì với mọi điềm trên trục này thì tọa độ y 
bằng 0 và đối với những điềm khác thì khóng như thế. 
Cũng vậy, trục y có phương trình x = 0. Các đường 
thẳng đi qua gốc và chia đôi góc giữa các trục có 
phương trình là x = y và x = -y. Dã dàng chứng tổ 
rằng mọi đường thẳng đều có phương trình đạng : 

ax -- by = C | (4} 
trong đó a, b, c là những hằng số đặc trưng sIo đường 
thẳng. Cũng như đối với các trường hợp khác, ý nghĩa 
của phương trình (4) là : một cặp số thực x, y thỏa 
mãn phương trình là tọa độ của một điềm nào đó trên 
đường thẳng và ngược lại. 
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$ 
H 
| /2 mà hd drssy-xuang : 
t 
$ 
® “/ k #e œ%& + 
H. 13. Eh¬oẳäng cách giữa H. ïã' Đường tròn. 
hai điềm. 
vỊ Ỷ 
8 
, 
“# 4 
H. 16. Elip với các H.17‹ Hypebon với 
tiêu điềm các tiêu điềm 


Có thể, khi học ở nhà trường bạn đọc đã biết phương 
trình dạng : 
x2 y? 
+ = 1 ®) 
p? q? 
biều thị một elip (h.16). Đường cong này cẮt trục x ở 
các điềm A(p,0) và A'(-p,Ú) và cắt trục y ở các điềm 
B(0,q) và B'0,-q) - (Ký hiệu P (x,y) hoặc (x,y) được 
đưa vào đề viết cho gọn, cần hiều là: «điềm P có tọa 
độ x và y»). Nếu p >q thì doạn AA" có độ dài 3p 
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được gọi là /rục lớn của của clip, còn đoạn l3H'` có độ 
đài 2q được gọi là đục nhỏ của elip. BLHp là qui tích 
của những điểm Ð? mà tồng các khoảng cách đến các 
điểm F(VpF- q:,0) và F'-Yp?-q°, 0) bằng 2p. Đề 
luyện tập, bạn đọc có thể thử lại điều đó bằng cách áp 
dụng công thức (1). Các điểm p và p` được gọi là tiêu 








điềm của elip, còn tỈ số e = vụ -g”— dược gọi là 
p 
tâm sai. Phương trình dạng ; 
9 jš 
. Ó 
q 


biêu thị mọt hypebon, Đường cong này gồm hai nhánh 
cắt trục x ở hai điềm A (p,0) và A" (— p;0) (h.17). Đoạn 
AA'" có độ đài 2p được gọi là (rục thực của hypebon. 
Hypebon ra xa vô tận, dẫn tới hai đường thẳng 
qx # py =0 nhưng không 
cắt chúng; những đường 
thẳng đó được gọi là các 
đường tiệm cán của 
hypebon. Hypebon là quï 
tích những diễm P' mả hiệu 
các khoảng cách đến hai 
hai F (Yp? -- q2, 0) 

và F'\{— Yp,#--q°, 0) có giá 
Ì trị tuyệt đối bằng 2p. Trong 
trường hợp: này, những 
điểm.E và F' cũng được gọi 





. 18. Hypebol cân diện tịch 
hình chữ nhật xác định bởi 


điềm p (x; y) bằng 1, là các (điêu điềm; tâm sai 
của hypebon là tỉ số: 
Đ 
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Phương trình xy = Í (7) cẳng xác định một pybebon, 
nhưng các đường tiệm cận là hai trục x và y (h. lồ), 
Phương trình của hypebon ccân» này có ý nghĩa về 
mặt hình họclà điện tích hình chữ nhật OP'PQ" (h.12); 
ứng với mọi điềm P của đường cong đều bằng 1. Dạng 
tồng quát hơn của hypebon cân : 

xy =C (7a) 
trong đó c là hẳng số. là trường hợp riêng của hypebon, 
cũng như đường tròn là trườnz hợp riêng của elip. Đặc 
điềm riêng của hypebon cân là hai tiệm cận của nó (Ở 
đây là hai trục) vuông góc với nhau. 

Đối với chúng ta thì tư tưởng chủ đạo sau đây là 
điều đáng chú ý nhất: có thề mô tả được hoàn toàn 
các vật thề hình học dưới hình thức số học hoặc đại 
số. Đối với các phép toản hình học cũng đúng như vậy, 
Chẳng hạn, nếu muốn tìm giao điềm của hai đường 
thẳng, thì ta xét hai phương trình : 

ax -- by =€C 
ax + by =C' (8) 

Muốn tìm các giao điềm của hai đường thẳng này 
chŸ cần giải hệ (8). Cũng vậy, giao điềm của hai đường 
cong tùy ý (chẳng hạn, đường tròn x?-+ y? = 2ax — 
— 2by = k và đường thẳng thẳng ax -++- by = c) được 
tìm bằng cách giải hệ gồm hai phương trình đó. 


§ 4. GIẢI TÍCH TOÁN HỌC CẢI VÔ HẠN 


1. Các khái niệm cơ bản, Dãy số tự nhiên: 
| dị 2 Ủy vs 
là một thí đụ đầu tiên, quan trọng nhất của tập hợp 
vô hạn, Không có gì là bí hiềm trong vấn đề xem dãy 
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đó là vô hạn, nó «không cỏ tận cùng »: dù số tự nhiên 
n lớn đến đâu cũng có thể tìm được một số khác n + 1 
đứng sau nó và lớn hơn nó. Nhưng khi chuyền từ tínb 
ngữ «vô hạn» thực chất có nghĩa là «không cỏ tận 
cùng » đến danh từ « sự vô hạn» thì không thê đưa vào 
một giả thiết là: «sự vô hạn » (dược ký hiệu c) được 
xem như một con số thông thường. Không thể đưa ký 
hiệu œ vào hệ thống số thực mà không dẫn tới sty hủy 
bỏ các định luật cơ bắn của số học. Hơn nữa, tư tưởng 
vô hạn còn thâm nhập vào toàn bộ toán học, bởi vì các 
sự vật toán học thường được nghiên cứu không phải với 
tư cách các cá thề—riêng biệt từng cái —mà với tư cách 
các phần tử của những lớp hoặc những tập hợp chứa 
Yô số các phần tử cùng một loại, chẳng hạn, tập hợp 
các số tự nhiên, số thực hoặc tập hợp các tam giác 
trong mặt phẳng. Chính vì nguyên nhân này mà cần 
phân tích chính xác về mặt toán học cái vô hạn. Lý 
thuyết tập hợp hiện đại do Canto và trường phái của 
Ông sáng lập đã giải quyết vấn đề này và đã đạt, được 
những kết quả đáng kề vào cuối thế kỷ XIX, Lý thuyết 
tập hợp của Canto đã thâm nhập sâu vào nhiều ngành 
toán học và đã có ảnh hưởng lớn đến chúng, nó đã có 
vai trò đặc biệt xuất sắc trong các công trình nghiên 
cứu có liên quan đến cơ sở logicvà triết học của toản. 
Khái niệm tập hợp là khái niệm cơ bản của lý thuyết 
Canto. Đỏ chính là một nhóm các sự vật (các phần tử) 
được xác định theo một qui tắc nào đó cho phép ta 
có thề phán đoán được rằng một sự vật có thuộc hay 
không thuộc vào nhóm các sự vật ấy hay không. Có thề 
dùng tập hợp các số tự nhiên, tập hợp các phân số thập 
phân tuần hoàn; tập hợp các số thực hoặc tập hợp các 
đường thẳng trong không gian ba chiều làm thi dụ. 
Muốn so sánh các tập hợp về mặt «số lượng » các 
phần tử có trong chúng, cần phải đưa vào trong lý 
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thuyết này khái niệm 4 sự (ương đương » giữa các tập 
hợp. Nếu có thề cho tương ứng từng đôi các: phần tử 
của hai tập hợp A và B sao cho mỗi phần tử của tập 
hợp A tương ứng với một và chỉ một phần tử của tập 
hợp B, mỗi phần tử của tập hợp B cũng tương ứng với 
một và chỉ một phần tử của tập hợp A thì sự tương 
ứng như vậy được gọi là một — một. Ta nói rằng, hai 
tập hợp A và B /ương đương với nhau, Khái niệm tương 
đương của các tập hợp hữu hạn trùng với khái niệm 
bằng nhau pề số, bởi vì bai Lập hợp hữu hạn có tương ứng 
một — một khi và chỉ khi chúng có cùng một số phần 
tử. Cần lưu ý rằng phép đếm cũng dựa trên cơ sở nảy 
vì khi ta « đếm » các phần tử của một tập hợp thì quả 
trình đếm là sự xác định một tương ứng một — một 
giữa các phần tử của tập hợp và các số 1, 2...., n. 

Muốn thiết lập sự tương đương giữa hai tập hợp 
hữu hạn, có khi không cần « đếm» các phần tử, Chẳng 
hạn như không cần đếm cũng biết tập hợp hữu 
hạn các đường tròn có bán kính đơn vị là trơng đương 
với tập hợp các tâm của chúng. 

Khi chuyền khái niệm tương đương qua tập hợp vô 
hạn, Cantơ nghĩ đến việc tạo ra số học » của vô hạn. 
Tập hợp các số thực và tập hợp các điềm trên đường 
thẳng là tương đương vì sau khi đã chọn gốc và đoạn 
thẳng đơn vị thì đường thẳng cho trước trở thành 
«đường thẳng số» và mỗi điềm P của nó được cho 
tương ứng một — một với một số thực x hoàn toàn 
xác định là tọa độ của điềm ấy: 

P ‹: x 

Các số chẵn tạo thành một tập hợp con thực sự của 
tập bợp các số tự nhiên, còn tất cả các số nguyên 
lập thành một tập hợp sự của tập hợp con thực 
các số hữu tỉ (khi nói về tập hợp con «thực sự » của 
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mọt tập hợp 3Š nào đó, ta hiểu đó là một tạp hợp S' 
gồm những phần tử của tập hợp ŠS nhưng không bao 
gồm (ãt cả các phần tử của nó). Rõ ràng rẳng nếu một 
tập hợp“cho trước là hữu hạn, tức là chứa n phìn tử, 
thì tập hợp đó không thể tương đương với bất kỳ mội 
hạập hợp con thực sự nào của nó bởi vì mọi tập hợp 
con thực sự củi nó chứa nhiều nhất n — 1 phần tử. 
Nhưng nếu f4p hợp cho trước chứa 0ô số phần tử thì 
nó có thề tương đương oới mội tập hợp con thực sự của 
nó. Chẳng hạn sơ bộ: 


1 2 ð 4 Quạt Tà 

ỉ + ‡ ị † ‡ 

2 4 6 S 10... 2n... 
thiết lập sự tương ứng ¡một — một giữa tập hợp các 
số tự nhiên và tập hợp các số dương chẵn. Hai tập hợp 
này là tương đương, tuy rằng tập hợp thứ hai là tập 
hợp con thực sự của tập hợp thứ nhất, Điều mâu thuẫn 
với chân lý phồ biến «toàn thê lớn hơn một bộ phận 
của nó » chứng tỏ có những điều lạ lùng đang chờ đợi 
chúng ta trong phạm vỉ số học vô hạn », 


2. Sự đếra được của tập hợp só hưa tỉ và sự không 
đếm được củn eontinum. Một trong những phát minh 
của Canto trong giải tích vô bạn là tập hợp số hữu tỉ 
(nhận tập hợp vô hạn số tự nhiên làm tập hợp con 
thực sự thì bản thân nó phải vò hạn) tương đương với 
tập hợp số tự nihiên. Mới nghe thì có vẻ lạ lùng, tập 
hợp số hữu tỉ trù mật khắp nơi mà lại không có nhiều 
phần tử hơn tập hợp số tự nhiên có những phần tử 
«phản cán» rải rác cách nhau khá xa hay sao. Phực 
vậy, đề bảo toàn thứ tự tăng dần, ta không thê xếp đặt 
các số hữu tỉ dương như đã có thỏ làm với các số tự 
nhiên: số nhỏ nhi a là số dầu tiên, số b tiếp sau nó 
là số thứ hai v.v... vấn đề là ở chỏ các số hữu tỉ trù 
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mật khắp nơi, vì thế không thể chỉ ra một số nào trong 
chúng là « tiếp theo sau về độ lớn». Nhưng Canto đã 
lưu ý rằng, nếu bỏ yêu cầu « sắp xếp theo độ lớn » thì 
cỏ khả năng sắp đặt tất cả số hữu tỉ thành một dãy rị, 
Fạ Fạ; Tạ... tương tự dẩy số tự nhiên, Sự sắp xếp các 
phần tử của một tập hợp nào đó thành dấy thường 
được gọi là phép đánh số tập hợp đó. Tập hợp có thể 
đảnh số được gọi là tập hợp đếm được. Khi chỉ ra một 
trong những phương pháp đánh số tập hợp số hữu tỉ 
và đo đỏ mà thiết lập tính đếm được của nó, Canto đã 
chứng tỏ rằng tập hợp hữu tỉ tương đương vởi tập hợp 
số tự nhiên, bởi vì : 
1 2 3 4..... n..... 

Tị Tạ Tạ F¿ s+ +e© Fn s5(Ÿ5° 
tạo nên sự tượng ứng đơn trị hai chiều giữa hai tập 
hợp. Hây giờ ta sẻ trình bày một phương pháp đánh số 
tập hợp số hữu t. 


Mỗi số hữan tỈ được viết dưởi dang ; trong đó a 
và b là các số nguyên ; một số này được sắp xếp dưới 
hình thức bảng sao cho số = ở dòng thử a và ở cột 


thứ b. Thi dụ, ¬ ở dòng thứ ba và cột thứ tư của bảng. 


Ta giả thử rằng mọi chỗ trống hoặc « khuyên tròn» 
tronø bằng đều có các số tương ửng rồi vẻ theo bằng 
một đường gấp khúc liên tục đi qua mọi khuyên tròn. 
Bắt đầu từ 1, đi sang phải một bước ta được 2 coi như 
số hạng thứ hai của dãy; sau đó theo đường chéo đi 
về bén trái xuống dưới ta được số hạng thử ba .i tiếp 


éN 


theo ta đi thẳng xuống đười được số hạng thứ tư -i 
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rồi đi theo đường chéo lên trên về bên phải qua ¬ 
đến 3; sang phải đến 4; đi theo đường chéo xuống 


đưởi sanø bên trái qua h và $ đến h ,„ Y.Y... như đã 


chỉ trên hình 19. Kết quả chuyên dịch theo đường gấp 
khúc dẫn ta đến dãy số hữu tỉ: 
‹ 2 
1, : sa .. S, ` . ... 
2 Š › 2 4 


1.2 3 
5” 4138 ` 

Nếu bây giờ ta bỏ tất cẢ các phân số mà tử số và 
mẫu số có ước số chung khác 1, thì còn lại một dãy 
tronz đó mỗi số hữu tỉ xuất hiện đúng một lần : 

XTẽ 7... .ẽ. 
2 ð 2 3 4 5 

Như vậy, tập hợp các số hữu tỉ là đếm được. Chú ý 
rằng các số hữu tỉ tương ứng một — một với các điềm 
hữu tỈ trên trục số, cho nên có thể nói rằng tập hợp 
các điềm hữu tÌ trên trục số là đếin được. 





£ 2 J 4 ở 6 7 «°e ° 
# 2 3 4 # £ Z 

Z Z ÿ .z ? Z Z °'S X 
;, / lý 4 Ý Ế Ƒ sev " 
;ÿ ở ở /jy dj J ở 

!,Ú, / 3Jj 4 5$ Ê 7 

Ý & ý ẽ é€ sô 

;ố, 2 ở‡ 4 5“ 6ê 7 

7 Z# Ÿÿ Z 5 7 Z ề° 

f, # J 4 4# 2£ 7 

Z 2 8 z5 zz .° 

cozeeooe9262690ø702eocoeeooeoeotG$ © ® ° ° 


H. 19. Đánh gõ các số hữun tỶ 
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Nếu như tập bợp các số hữu tỉỈ là đếm được thì phải 
chăng là mọi tập hợp vô hạn cũng đếm được, và như 
vậy, tất nhiên toàn bộ giải tích của vô hạn sẽ kết thúc. 
Nhưng hoàn toán không phải như vậy. Phát mình sau 
đây của Canto cững cực kỳ quan trọng: (ập hợp số thực 
(số hữu tỉ uà 0ô tÙ là không đếm được. Nói cách khác; 
tập hợp số thực là một « kiều vê hạn » hoản toàn khác 
(bận cao hơn, như ta thường nói) so với tập hợp chỉ 
gồm số nguyên hoặc tập hợp chỉ gồm số hữu tỉ. Chứng 
minh «gián tiếp » độc đáo của Canto về sự kiện này là 
mẫu mực cho nhiều chứng minh khác trong toán học 
Tư tưởng của lập luận là như sau: ta xuất phát từ giả 
thiết là mọi số thực đều đã đánh số hết và sắp xếp 
chúng thành dãy, sau đó ta chỉ ra một số không thê là 
sỐ nào trong dãy nói trên. Từ đó nảy ra mâu thuẫn. Vị 
ta đã giả thiết mọi cố thực đều nằm trong dãy thì nếu 
như có it nhất một số không nẫm trong dãy thì phải coi 
giả thiết đó là sai, Như vậy, việc khẳng định một số 
thực đã được đánh: số là không đúng. Không còn cách 
nào khác là phải thừa nhận rằng : tập hợp số thực không 
đếm được. 


Ta nêu cụ thê lập luận này. Ta giả thiết rằng mọi số 
thực biều thị dưới dạng phân số thập phân vô hạn được 
sắp xếp thành dãy : | 

Số thử nhất Ñ¡, a¡ a; a; a¿ 8s... 

Số thứ hai Nạ, bị bạ bạ b, bạ... 

Số thử ba Nạ; C¡ G¿ Cạ Cá Cg.o.e. 


° ° © F °9 


trong đó chữ N¿ biều thị phần nguyên, còn các chữ a, 
b, c;... biều thị phần lẻ thập phân bên phải dấu phầy, 
Ta giả thiết rằng dãy đó bao gồm mọi số thực. Phần 
quan trọng của chứng minh là việc xây dựng một số 
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mởi nhờ «qui trình đường chéo » mà, CÓ thể chứng tỏ 
được rằng số này không có trong dãy của chúng ta. 


Ta sẽ xây dựng một số như thế, Muốn vậy, ta lấy chữ 
số a tùy ỷ khác a„, 0 và 9 ngay sau dấu phầy (đề tránh 
găp khó khăn nảy ra từ các đẳng thức kiều 0,999... = 
1,000...); sau đó lấy chữ số thử hai b khác bạ, 0 và 9¡ 
chữ số thử ba e khác cạ 0 và 9 v.v... (đề xác định hơn 
có thể thỏa thuận như sau: lấy a = 1 nếu a; z 1, còn 
khi a; = 1 thì lấy a = 2, trơng tự như vậy với mọi 
chữ số b, c, d, e... khác). Bây giờ ta xét số: 

= 0, abcde... 


Số mới z này không nằẫm trong dãy của chúng ta. 
Thực vậy, nó không bằng số thứ nhất trong dầy vì có 
chữ số đầu tiên sau đấu phầy khác nhau nó không bằng 
số thứ hai vì có chữ số thứ hai sau dấu phẩy khác nha%; 
nỏi chung nỏ khác số thứ n trong đẩy vì có chữ số thứ 
n sau dấu phảy khác nhau. Như vậy không có sỐ Z 
trong đầy tất cả các số thực của chúng ta. Nghĩa là tập 
hợp các số thực không đếm được, 


Có thề bạn đọc sẽ cho là sự không đếm được của 
continum được qui định bởi sự kéo dài vô hạn của 
đường thẳng và, một đoạn thẳng hữu hạn chỉ chứa một 
tập hợp điềm đếm được. Muốn thấy rõ chỗ sai của 
mệnh đề trên cần xác nhận rằng mọi continum số xét 
về toàn bộ là tương đương với một khoảng hữu hạn 
nào đó, chẳng hạn khoảng đơn vị từ 0 đến 1. Có thể 
tìm được sự tương ứng một — một như vậy nếu bẻ gập 
khoảng đỏ ở các điềm 1/3 và 2/3 rồi dùng phép chiến 
như đã về trên hình 20. Qua đó, thấy rằng một khoảng 
(và tất nhiên, một đoạn) hữu hạn chứa một tập hợp 
không đếm được điềm, 
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H. 20. Sự tương ứng một —một giữa 
các điềm của một „khoảng 
(bị gập lại) với các điềm của đường thẳng 


Còn một chứng minh khác có 
tỉnh chất trực giác nhiều hơn về 
sự không đếm được của cotinum. 
Căn cử vào mệnh đề sau cùng 
(h. 21) thì chỉ cần tập trung vào 
những điềm của đoạn đơn vị từ 
0 đến 1. Chứng minh cũng là 
«gián tiếp» như chứng mỉnh 

í trước. Ta giả thiết rằng tập hợp 
H. 21. Sự tương ứng tất cả các điềm của đoạn đó có 
một — một giữa các thể xếp thành đầy 
điềm của hai đoạn 8p 2y, 8gu«. 


thẳng có độ dài khác ¬ 
nhau Ta phủ điềm a; bằng một khoảng 


có độ dài bằng 1/10, điềm a; bằng 
một khoảng dài Tử v.v... Nếu mọi điềm của đoạn đơn 
vị nằm trong dãy (1) thì toàn bộ đơn vị sẽ được phủ 
bằng một tập hợp vô hạn các khoảng (có thề có phần 
chồng chéo nhau) có độ dài 1/10, 1/10... Tồng độ dài 
của các đoạn phủ là: 


TIM ANH. XPNE-Tê. 7 
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Như vậy, giả thiết đẩy (1) chứa tất cả các điềm thực 
của đoạn đơn vị dẫn đến kết luận là có thề phủ toàn 
bộ đoạn có độ dài bằng 1 bằng các đoạn thẳng có độ 
đài tồng cộng 1/9; về mặt trực giác thì điều này là vô 
lý. Ta tạm coi lập luận này như là một chửng mình, 
mặc dù cần phải phân tích sảu sắc hơn về mặt logic 
mới chặt chẽ. 

Tiện thể nói thêm, lập luận vừa dẫn cho phép thiết 
lập một định lý có giá trị lớn trong lý thuyết độ đo 
hiện đại. Thay thế những khoảng đã nêu ở trên bằng 
E 
10° 
số dương tùy ý bé, ta thấy rằng mọi tập hợp điềm 
đếm được trên đường thẳng có thê phủ bởi một tập 


; trong đó ce là 





những khoảng nhỏ hơn có độ dài 


hợp các đoạn có độ đái tồng cộng Kx Vì c tùy ý bé 


cho nên  Só thẻ nhỏ bao nhiêu cũng được. Dùng 


thuật ngữ của «lý thuyết độ đo » ta nói rằng tập hợp 
điềm đếm dược có độ đo 0, 


3. «Bản số » của Canto. Ta tóm tắt các kết quả đã 
thu được. Số các phần tử của một tập hợp hữu hạn À 
không thề bằng số phần tử của tập hợp hữu hạn khác 
B nếu A chứa nhiều phần tử B. Nhưnz nếu thay thế 
khái niệm «các tập hợp có cùng một số hữu hạn các 
phần tử » bằng khái niệm tồnz quát hơn: các tập hợp 
tương đương » thì khẳng định nói trẻn sẽ không còn 
đúng đối với các tập hợp vô hạn: tập hợp các số nguyên 
chửa « nhiều » phần tử hơn tập hợp các số chẵn, còn 
tập hợp các số hữu tỉ chứa « nhiều » phần tử hơn tập 
hợp các số nguyên, nhưng như ta đã biết, các tập hợp 
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đó tương đương với nhau. Có thề ngờ rằng mọi tập hợp 
vô hạn là tương đương với nhau, nhưng Canto đã bác 
bỗ ý kiến đó : tồn tại một tập hợp — conitnum các số 
thực — không tương đương với bất cứ một tập hợp 
đếm được nào. 

Như vậy, có ít nhất hai «kiều vô hạn» khác nhan : 
vô hạn đếm được của các số tự nhiên và vô hạn 
không đếm được của continum. Nếu hai tập hợp A 
và B(hữu hạn hoặc vô hạn) tương đương với nhau 
thì ta nói rằng chúng có cùng một bẩn số (hoặc lực 
lượng). Đối với các tập hợp hữu hạn thì bản số được 
qui về số tự nhiên thông thường, nhưng khái niệm bản 
số mang tính chất tồng quát hơn. Hơn nữa, nếu tập hợp 
A tương đương với một tập hợp con nào đó của tập 
hợp B mà, bản thân B không tương đương với tập hợp 
A và cũng không tương đương với bất cứ bộ phận nào 
của nó thì theo Canto, ta nói rằng tập hợp B tương 
đương với một bản số lớn hơn tập hợp A. Việc dùng 
thuật ngữ «số » cũng phù hợp với việc dùng nó thông 
thường trong trường hợp tập bợp hữu hạn. Tập hợp 
các số nguyên là tập hợp con của tập hợp các số thực, 
trong khi đó thì tập hợp các số thực không tương đương 
với tập hợp các số nguyên và cũng không tương đương 
với bất cứ một tập hợp con nào của nó, Theo định nghĩa 
đã nêu thì continum số thực tương ứng với một bản 
gố lớn hơn tập hợp số tự nhiên. 


* Ganto đã chứng minh rằng có thề xây đựng một đãy vô 
hạn các tập hợp vô hạn tương ứng với những bìn số ngày 
càng lớn. VI có thề xuất phát từ tập hợp các số tự nhiên, cho 
nên chỉ cần chứng mình rằng dù tập hợp Á cho trước như 
thế nào cũng cỏ thề xây dựng một tập hợp B khác có bồn số 
lớn hơn A. Do tính khái quát cao của định lý này chở nên 
chứng minh của nó không tránh khởi trừu tượng. Ta xác định 
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tập hợp mà các phần từ của nó là tất cả các tập hợp con cê 
thề có của tập hợp A- Ở đây, khi nói về các «tập cong của 
Á, ta đề cập đén không những chỉ * những tập hợp con thực 
sự » của Á mà còn kề cả bản thân A và tập hợp “rỗng » (2) 
không chứa phần tử nào, Chẳng hạn, nếu AÁ gồm ba số nguyêm 
1, 2, 3 thì B chứa 8 phần từ khác nhau (1,2, 3), Œ, 2). (1,3); 
(2 3\, (1), (2), 3), và 0. Mỏi phần tử của tập hợp B chỉnh là 
một tập hợp gồm những phần-tử nào đó của tập hợp A. Bây 
giờ, giả thử rằng B tương đương với ÀA hoặc với một lập con 
của AÁ tức là có một qui tắc nào đó cho tương ứng mội — mội 
giữa các phần tử của A hoặc của một tập con nào đó của À 
đối với tất cả các phần tử củaB: 


a te*> Sa (@®) 


trong đó $„ biều thị một tập con của A tương ứng với phần 
tử a của tập hợp A. Ta sẽ đi đến mâu thuẫn nếu chỉ ra đượe 
một phần tử nào đó của B, tức là ruột tập con T nào đó của 
tập hợp ÀA mà không tương ứng với một phần tử a nào. 
Muốn xây dựng tập hợp con T thì trước hết phải chú ý rằng 
đối với mọi phần tử x của A có hai khả năng: hoặc tập hợp 
S„ chứa phần tử x hoặc không chứa nó. Ta sẽ xác định T 
như mội tập con của A gồm tấi cả các phần tử + sao cho S 
không chửa +. Tập bợp T được xác định như thế sẽ khác với 
mọi ŠS„ ở ít nhất là phan tử a, bởi vì nếu 5a chứa a thì T 
không chửa a và nếu Sạ không chứa a thì T chứa a. Như 
vậy, T không nằm trong tương ứng (2). Điều này cũng chứng 
tỏ là không thề thiết lập tương ứng một — một giữa các phần 
tử của A (hoặc của một tập con nào đó của Á) với các phần 
tử của B. Nhưng hệ thức 


.o{a) 


thiết lập sự tương ứng một — một giữa tất cả các phần tử 
của A và một tập hợp con của B gồm các tập con chứa một 
phần tử của A. Nghĩa là, tập hợp B tương ứng với một bản 
số lớn hơn tạp hợp A theo định nghĩa đã dẫn ở trên. 

Liệu có thề đễ đàng xây dựng một tập hợp diềm có bản 
số lớn hơn tập hợp điềm của đoạn thẳng đơn vị hay không? 
Một hình vuông có cạnh 1 (hình hai chiều) phải chăng chứa 
“nhiều? điểm hơn đoạn :bẳng “một chiều ». Nhưng sự thậi 
hoản toàn khác. bản số của các điềm của hình paông đúng bằng 
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bản số của các điềm của đoạn thẳng. Muốn chứng mình chỉ 
cần thiết lập tương ứng mội - một giữa các điềm của hình 
vuông và các điềm của đoạn thẳng. Ta sẽ cố gắng làm 
việc đó. 


Nšu (x. y) là một điềm nào đó của hÌnh vuông €ờn vị thì 
có thề biều thị các tọa độ x và y của nó dưới dạng phân 
tích thập phân: 


x0, A1 ®9® 8a 34see 
y - 0, bị bạ ba In 


trong đó đề tránh mọi nghỉ ngờ. ta qui ước rằng số 1/4, 
chẳng hạn, sẽ được viết dưởi dạng 0.25000... mà không viết 
dưới dạng 0.21999. Ta cho tương ứng với điềm (x.y) nói trên 
một điềm Z =0, ay bị aø bạ aa bạ ‹-‹ của đoạn thẳng. Tát nhiên, 
những điềm khác nhau (x, y) và (x y ) của hình vuông sẽ được 
tương ứng “ới những điềm khác nhau z và z` của đoạn thẳng 
điều nAy có nghĩa là bản số của tập hợp các điềm của bình 
. không vươt quá bản số của tập hợp các điềm của đoạn 
thẳng. 


(Thực ra thì trong trường bợp này ta.chỉ thiết lập được 
sự tương ứng một — một giữa mọi điềm của hình vuông với 
một tập con các điềm của đoạn thẳng, chẳng hạn, sẽ khòng có 
điềm nào của hình vuông tương ủng với điềm 0,21109090 0... 
bởi vỉ ta q:i ước viết 0,25000... chứ không viết 0,24992..e 
Sonz, ta có thề thay đồi cách thiết lập sự tương ứng đề thực 
sự có tương ứng một — một giữa tập hợp các điềm của bình 
vuông và tập hợp các điềm của đoạn thẳng). Một lập luận 
tương tự sẽ chứng tổ rằng bản số của các điềm của hình lập 
phương cũn: không vượt quá bản số của các điềm của đoạn 
thẳng. Mọi kết quả đó dườ :¡ø như mâu thuẫn với quan niệm 
trực giác về *thứ nguyên». Nnưng cần lưu ý rằn: những 
tương ứng đã nêu trên không «liên tục». Khi ta đi chuyền 
theo đoạn thẳng liên 'ục từ 0 đến 1 thì những điềm tưởng 
ứng trong hình vuông không tạo thành một đườn;: cong liên 
tục mà suất hiện theo một trật tự hoàn toàn *bỗn độn, 
Thứ nguyên của một tập hợp điềm không những chỉ phụ 
thuộc vào bản số của các điềm mà còn phụ thuộc vào cách 
sắp xép của chúng trong không gian. Ta sẽ trở lại vấn đề này 
trong chương V. 
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4, Phương pháp chứng mìỉinh gián tiếp, Lý thuyết 
bẳn số chỉ là một trong những quan điềm của lý thuyết 
tập hợp tồng quái đo Canto xây dựng bất chấp sự chỉ 
trích nặng nề của những nhà toán học xuất: sắc nhất 
thời bấy giờ. Nhiều người trong số đó như Poăng Carê 
và Crônecke đã phản đối tính không xác định của khải 
niệm « tập hợp » tồng quát và chống lại tính chất không 
kiến thiết của các lập luận được áp dung đề xác định 
những tập hợp nào đó. 


Trong số những lập luận không kiến thiết có những 
chứng mỉnh được gọi là «thực sự gián tiếp ›. Bản thân 
những chứng mìỉnh gián tiếp là một yếu tố thông thường 
nhất của tư duy toán học: đề xác nhận sự dúng dẫn 
của một mệnh đề A, đầu tiên ta giả thử rằng mộ! mệnh 
đề khác A'° đối lập với A là đúng; sau đó, một dây 
chuyền lập luận sẽ dẫn ta đến một khẳng định đối lập 
với A°, điều này chứng tỏ sựy không đúng đắn của mệnh 
đề À°, Dựa vào nguyên tắc cơ bản cbài trung» của 
logie thì sự đúng đắn của A được suy ra tử sự sai 
của A', 


Bạn đọc đã thấy một loạt các thi đụ về chứng mỉnh 
gián tiếp như vậy rải rác trong cuốn sách này. Trong 
những thí dụ đó thì một chứng minh gián tiếp có thề 
được chuyền thành một chứng minh trực tiếp dễ dàng, 
nhưng hình thức eg án tiếp » có ưu thế ở chỗ ngắn gọn 
và tránh được việc xem xét những chi tiết là thứ yếu 
đối với mục tiêu gần nhất đề ra. Còn có những định lý 
mà cho đến nay vẫn chưa có một chứng minh nào khác 
ngoải các chứng minh gián tiếp. Có thề nói bản chất 
của chúng là thuận, nhưng không thề có về nguyên tắc, 
những chứng mỉnh có tỉnh chất kiến thiết cho chủng 
được. Chẳng hạn, đó là định lý nên ở trang 109. Trong 
lịch sử toán học không ít những trường hợp mà, trong 
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khi mọi cố gắng của các nhà toán học nhằm zđự dựng 
(đ kiến thiết ») lời giải của những bài toán nào đó mà 
sự giải được của chúng đã được xác nhận, thì co một 
người nào đó đã vượt được mọi trở ngại nhờ một lập 
luận « gián tiếp » khòng kiến thiết. 

Rhi nói về việc chứng minh sự tồn tại của một sự 
vật thuộc một loại nhất định thì có sự khác biệt quan 
trọng giữa vấn đề xây dựng một mẫu rõ ràng của sự 
vật vời vấn đề chứng minh rằng từ sự không tồn tại 
của sự vật có thể đi đến những mâu thuẫn. Trong 
trường hợp đầu tiên thì một sự vật cụ thêđược tạo ra, 
trong trường hợp thứ hai thì, không có gì khác ngoài 
sự mâu thuẫn. Cách đây không lâu lắm một số nhà 
toán học có công lao lớn đã tuyên bố loại trừ hoàn 
toàn khỏi toán học mọi chứng minh không kiến thiết, 
Nếu như việc thực hiện kế hoạch đó là cần thiết thì sẽ 
kéo theo những khó khăn phức tạp rất lớn trong thời 
đại chúng ta; thậm chí còn có nguy cơ một bộ phận 
quan trọng của cơ thề toán học bị phá hủy trong quá 
trình chịu tác động của sự chấn động đó. Vì thế không 
lấy gì làm ngạc nhiên rằng những người theo trực giác 
chủ nghĩa thừa nhận chương trinh đã nêu trên, đã gặp 
sự chống đối kiên quyết. Chính những người theo trức 
giác chủ nghĩa chính thống nhất cũng không thể luôn 
luôn sống theo chính kiến của mình. 


5. Nghịch lý của vô hạn. Dù rằng theo quan điềm của 
đa số các nhà toán học thì lập trường không thỏa hiệp 
của các nhà trức giác chủ nghĩa là quá cực đoan, nhưng 
dù muốn hay không cũng phải thừa nhận lý thuyết tập 
hợp vô hạn có chịu sy de dọa nghiêm trọng từ bên 
ngoài, đồng thời bên trong nó cũng phát hiện được 
những nghịch lỷ về logic rất rõ ràng. Cần lưu ý ngay 
rằng việc vận dụng một cách tự do không hạn độ khái 
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niệm «tập hợp» sẽ không tránh khỏi đìn đến mâu 
thuần, Ta nêu ra ở dày một trong những nghịch lý nhự 
vậy do BecLơrăng — lÄơtxel phát hiện ra, 

Về nguyên tắc thì một tập hợp không chứa bản thân 
nó với tư cách là một phần tử, Thí dụ, tập hợp A các 
số nguyên chỉ chứa các phần tử là số nguyên, vì bản 
thâØ Á khôag phải là số nguyên mà là (tập hợp các số 
nguyên, cho nên A không chứa bản thản nó với tự 
cách la mộ: phần tứ. Ta qui ước gọi những tập hợp 
như vậy là «bình thường». Tuy nhiên còn có những 
tập hợp chứa bản thân nó như một phần tử. Chẳng 
hạn, ta xét tập hợp Š xác định như sau «S chứa các 
phần tử là tất cả các tập hợp có thề xác định bằng 
những mệnh đề có Ít hơn ba mươi tử». Vì bản thân S 
được xác định bởi một mệnh đề có ít hơn ba mươi từ 
cho nên nó là một phản tử của tập hợp S. Ta gọi những 
tập hợp như thể là « dị thường », Dù sao đi nữa thì đa 
sô tập hợp là bình thường, Ta xét một tạp hợp các tập 
hợp binh thường, Ta biểu thị tập hợp này bằng chữ C. 
Mỗi phần tử của C là một tập hợp bình thường. Một 
câu hỏi này ra: bản thân C là bình thưởng hau dị thưởng ? 
Tắt nhiên nó phải hoặc là bình thường, hoặc là dị 
thường. Nếu Ö là (tập hợp bình thường thì C sẽ chứa 
bản thân nó như một phần: tử, vì C được định nghĩa 
như một tập hợp của tất cả các tập hợp bình thường. 
Nhưng nếu vậy lại là một tập ¡ ợp dị thường vì theo 
định nghĩa thì C chứa bản thân nó như một phần tử. 
Mâu thuẫn đã được phát hiện ra, Như vậy ta thấy rằng 
chỉ với một giả thiết tồn tại tập hợp € mà nội tại dã 
mâu thuần. 

6. Cơ sở của toán hạc. Những nghịch lý thuộc loại 
vừa nêu ở trên đã thức tỉnh HRơtxel và những người 
khá: nghiên cứu một cách có hệ thống cơ sở của toán 
học và logic, Mục tiêu cuối cùng của những công trình 
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nghiên cứu đó là tạo ra cho các lập luận toán học có 
một cơ sở logic mà có thề chứng mình được nó không 
gắp mâu thuẫn và đủ phonz phú đề đựa vào đó mà 
suy điển ra tắt cả những ơi được coi là quan trọng 
trong toán bọc hoặc ít ra là đa số những điều quan 
trọng đó. Mặc dầu không đạt được (có thẻ là không thề 
qào đạt: được) mục Liêu quả tự tin đỏ, logic toán với 
tư cách là một đối tượng đặc biệt đã thu hút sự chú ý 
của nuày càng nhiều nhà nghiên cứu. Nhiều bài toán 
có liên quan đến vấn đề này tuy phát biêu đơn giản 
nhưng lại cực kỹ khó. Ta nêu làm thí dụ giả thuyết 
¬ntinum khẳng định rằng không tồn tại một tập hợp có 
bàn số lớn hơn bản số của tập hợo số trr nhiên nhưng 
nhỏ hơn bản số của tập hợp số thực. Từ giả thuyết 
này có thê suy ra nhiền hệ quả lý thú, nhưng bản 
thân giả thuyết này cho dến nay vẫn chưa được chứng 
m:nh hoặc chưa bị bác bỏ. Và lại, cách đây không lâu 
CGuôc — Gơđe[ dã chứng mình rằng nếu một hệ tiên đề 
thông thường nằm trong cơ sở của lý thuyết tập hợp; 
không chứa mâu thuẫn thì hệ tiên đề mở rộng có được 
khi thêm vào đó giả thuyết con'inum cũng không chứa 
mâu thuẫn !Ô, Những vấn đề được xem xét trong logic 
toán, xét cho cùng, dẫn đến một vấn đề cơ bản: hiều 
như thế nào về sự tồn tại trong toán học? May mắn là 
sự tồn tại của bản thân toản học không phụ thuộc vào 
việc có tìm được câu trả lời đầy đủ cho vấn đề đó hay 
không. Trường phái «những người theo chủ nghĩa 
hình thức» do nhà toán học vĩ đại Hinbe đứng đầu 
khẳng định rằng trong toán học thì sự tồn tại có nghĩa 
là đphi mâu thuẫn ›. Nếu thừa nhận quan điềm dỏ thì 


1) Năm 1963 nhà toán học Mỹ Còcn đã chứng minh được sự 
phụ thuộc của giả thuyết continum vào bệ tiên đề lý thuyết 
tập hợp mà Gơđel thừa nhận. 
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một nhiệm vụ cấp bách và cần thiết là xây đựng một 
hệ tiên đề từ đó có thể suy ra toàn bộ toán hạc bằng 
suy điễn lôgic và chứng minh rằng những tiên dề đó 
không hề dẫn tởi mâu thuẫn. Những kết quả gần đây 
của Gơđel và những người khác dường như chứng tỏ 
được rằng một chương trình nhự thế, ít nhất là dưởi 
hình thức mà bẳn thàn Hinbe đã vạch ra, là không 
thực hiện được, Điều rất có ý nghĩa là lý thuyết xây 
đựng toán học hình thức hóa lại đựa rất nhiều vào các 
quá trình trực giác. Dù bằng con đường này hoặc con 
đường khác, dưới hình thức bộc lộ hoặc ần tàng, thậm 
chí cả khi khoác bộ áo tiên đề, logic, bình thức chủ 
nghĩa hoàn hảo nhất thì trực giác có tính chấ' kiến 
thiết vẫn là yếu tố thiết thân nhất trong toán học. 


§. SỐ PHỨC 


1. Sự phát sinh số phức. Do nhiều nguyên nhân cùng 
với nhu cầu mở rộng khái niệm về số, thậm chí vượt ra 
ngoài phạm vi continum số thực, dẫn đến việc sử dụng 
số phức. Cần quan niệm rõ rằng mọi sự mở rộng và 
đưa cái mới vào tương tự như thế hoàn toàn không 
phải ià kết quả của những sự nỗ lực cả nhân. Có thề 
xem đó như là kết quả của một quá trình tiến hóa dần 
đần, trong quá trình đỏ không nên cường điệu vai trò 
những cá nhân riêng lẻ. Mật trong những nguyên nhân 
thúc đầy sự xuất hiện và việc sử dụng phân số và số 
âm là sự mong muốn có một độ tự đo lớn trong các 
tính toán hình thức. Mãi đến cuối Trung cô các nhà 
toán học mới hết băn khoăn và thắc mắc khi xử lý các 
khải niệm đó, trong khi mà một cảm giác tương tự như 
vậy không hề có đối với những khái niệm cảm thụ một 
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cách trực giác, eụ thể, như khái niệm số tự nhiên. 
Quy trình đơn giản nhất cần đùng đến số phức là 0iệc 
giải các phương trình bậc hai. Ta nhớ lại sự việc đã xây 
ra khi cần phải xác định giá trị của ần số x thỏa mẩn 
phương trình tuyến tính ax=b. Nghiệm duy nhất 
x = b/a và việc đưa phân số vào nhằm làm cho mọi 
phương trình tnyến tính só hệ số nguyên (với a + 0) 
đều giải được. Các phương trình loại : 

x?z—2 | Œđ) 
không cỏ nghiệm trong phạm vỉ số hữu tÏ, nhưng có 
nghiệm trong trường số thực đã mở rộng. Nhưng ngay 
trường số thực cũng còn chưa đủ đề xây dựng một lý 
thuyết hoàn chỉnh về phương trình bậc hai. Chẳng 
hạn, phương trình rất đơn giản sau đây : 

x2 = —Í (2) 
không có nghiệm thực, bởi vì bình phương của một 
số thực không thể là số âm. 


Hoặc ta bằng lòng với tình trạng những phương trình 
như vậy không giải được, hoặc đi theo con đường 
quen thuộc — mở rộng phụm vỉ số và đưa vào những 
số mới mà nhờ đó ta có thể giải được phương trình. 
Đó chỉnh là điều ta đã làm khi đua vào ký hiệu mới ì 
và thừa nhận rằng ¡ = —l uới tư cách một định nghĩa. 
Nên hiểu rằng « đơn vị ảo » không có gì chung với số — 
một công cụ của phép đếm, Đó là một ký hiệu trừu 
tượng chịu sự ch: phối của định luật cơ bản i2 = —, 
và giá trị e`a nó chỉ phụ thuộc vào việc mở rộng hệ 
thốuz nhờ việc đưa vào có thực sự là có ích hay không. 


Vì muốn cộnz và phân với ký hiệu ¡ cũng như đổi 
với các số thường, tất nhiên ta phải dùng đến các ký 
ñiệu loại 2i, 3i, —i, 2 + 5i, nói chung a -} bi, trong đó 
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a và blà những số thực. Nếu các ký hiệu này phải 
tuân theo các định luật giao hoán, kết hợp và phân 
phối tl-1 những phép tính sau đây là có thề được: 
(2+-3i) + (1-+4) =(2-L1+(@-+L4)1=3 +71: 
(2+-3i) + 4i) =2 + 8i + 8i + 122 = 
=(—12+(8+-3)1= 
= —l0 +- lli 
Dựa vào những ý kiến đó, (a bắt đầu trình bây lý 
thuyết số phức mật cách có hệ thống từ định nghĩa 
sau đây : ký hiệu dạng a -L bi, trong đó a và b là hai 
số thực được gọi là số phức uới phần thực q uà phùn 
ảo b, Các phép toán cộng và nhân trên các số này 
được thực hiện coi như ¡ là một số thực bình thường: 
song phải thay thế ¡3 — - 1, Nói chính xác hơn, phép 
cộng và phép nhân được xác định theo công thức: 
(a + bÙ - (e -+ đi) = (a-+-c) + (b + địìi, | @®) 
(a + bị) (c -E đi) = (ac — bđ) -++ (ad -+- bc)i 
Đặc biệt, ta có 
(a + bi) (a — bí) = a2 ~ abi -+- nbi - b‡ỉ — a3 -+- bỲ (4) 
Dựa vào những định nghĩa này, dễ nghiệm lại các 
định luật giao hoán, kết hợp và phân phối cũng đúng 
với các số phức. Hơn nữa, không những chỉ có phép 
nhân mà cả phép trừ và phép chia cũng ứng dụng 
được vào hai số phức chúng cho kết quả là những 
số phức cũng có dạng a -E bi sao cho các số phức 
lập thành mội trưởng; 
(a + bì) — (e + di) = (8 — e) + Œ — đội, 
a-+©bi  (a+bi)(c—di) ac-+bd be— ad h @®) 
c+ di _ (€e+di)(ce— di) — c?-+ d? =— 
(Đẳng thức thứ hai sẽ vô nghĩa nếu c -L đi = 0 -E 0i 
vì lúc đó c?-L d* = 0. Nghĩa là, vẫn còn loại trừ phép 
chia s5 0, tức U + 0i. Thi dụ: 
(2 +80) — (1 + 4) = 1—i, 
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2+3i _ @+3)đ—4) _ 2—8i+3i+ 12 


1á (1+4)(4—4) ˆ 1-16 ¬ 
14 5. 
t›S — — —— 
17 17 


Trường số phức chửa irường số thực như «một 
trường con» bởi vì số phức a --0i đồnz nhất với số 
thực a. Mặt khác, ta lưu ýrằng số phức dạng 0-+- bi = 
= bị được gọi là số « thuận ảo ». 

Khi đưa ký hiệu ¡ vào, ta đã mở rộng trường số thực 
và được một trường các ký hiệu a -+- bỉ, trong trường 
này thì phương trình bậc hai; 

x2 —= —I 


Có hai nghiệm x = Ì và x — —i, Thực vậy, theo định 
nghĩa thì i.¡ = (— ỉ)(— Ì) = i¡? = -—l. Cần phải nỏi 
rằng chúng ta đã lãi khả nhiều ; có thề kiềm tra lại dễ 
đàng mọi phương trình bậc hai có dạng ; 

ax2 + bc + c=0 (6) 


đã giải được. Quả vậy, nếu thực hiện trên đẳng thức 
(6) một loạt các phép biến đồi, ta có 


€ b2 b? 
2 “vẽ... ... = =—=.ằẽ_--., 
Lo š nP lào 4a? 4a? 
(x+ b1? “38c b + Vb?—4ac 
2a j 4a23 2a ^a 
_. —b+Vh2 -4ac 


(7) 


Ta lưu ý rằng nếu b?— đac >0 thì V/b2—4ac là số thựa 
bình thường và các nghiệm của phương trình (6) là 
thực; nếu b?— 4:c < 0 thì 4đac — b > 0, do đó 
VE~—4ac =Ÿ~ (đac—b*) = ƒ4ac— b2 .¡ như thể phương 
trình (5\ có nghiệm ¡a số ảo, Chẳng hạn, phương trình: 
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x? — 5x-L6=0 


có nghiệm thực x bá _ — 34_*=°= 2 hoặc 3, 


trong khi đó phương trình : 
x* -2x-+.2=0 
Ỷ — +. 2ì 
có nghiệm Ảo x= “— — = ^ 





= 1--Í 
hoặc 1 — I1. 


2. Biều điễn hình học của số phức. Ngay từ thế 
kỷ XVI, trong các công trình toán học đã xuất hiện căn 
bậc hai của các số âm ở các công thức cho nghiệm của 
phương trình bậc hai. Nhưng thời ấy, các nhà toán học 
đã gặp khó khăn trong việc giải thích ý nghĩa chính 

xác của những biểu thức đó, họ nhìn chúng với một 
nỗi kinh hoàng huyền bí, Bản thân thuật ngữ co» 
cho đến nay vẫn nhắc nhở ta những biểu thức như thế 
đã được xem như một cái gì đó nhân tạo, mất nghĩa 
thực tại. Mãi đến đầu thế kỷ XIX, khi vai trò của số 
phức đã được làm sáng tỏ trong lĩnh vực toán học 
khác nhau; người ta đã cho được một giải thích về 
hình học rất đơn giản của số phức và các phép toán 
với chúng. Điều này đã kết thúc mọi nghỉ ngờ về khả 
năng sử dụng số phức theo qui luật, Tất nhiên, với 
quan điềm hiện đại thì các phép toán hình thức với 
số phức là hoàn toàn có lý trên cơ sở các định nghĩa 
hình thức, còn việc biều diễn hình học là không cần 
thiết về mặt logic. Nhưng một sự biều diễn như vậy, 
hầu như cùng mộit lúc, đã được Vexxel (1745 — 1818), 
Argan (1768 — 1822) và Gauss đề nghị, cho phép ta 
xem xét số phúc và các phép tính với chúng như một 
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cái gì đó hoàn toàn tự nhiên về 
quan điểm trực giác Ngoài ra, 
nỏ còn có ý nghĩa cực kỳ lớn 
đối với những ứng dụng của số 
phức trong bản thân toán học 
cũng như trong vật lý- toán. 
Thể hiện hình học của số phức 
là một số phức Z=x+ y¡ được 
cho tương ửng với một điềm 
sẽ... bạ ch trên mặt phẳng với các tọa độ 
Ÿ có tọa độ vuông góc X›y.‹ Cụ thể là, phần thực x được 
£, Y coi là hoành độ x, phần ảo là 
tung độ y. Bằng cách như vậy 
ta đã xác định được tương ứng 
một — một giữa các số phức và các điềm trên « mặt 
phẳng số », trong tự như tương ứng giữa các số thực 
và các điềm của «trục số » đã xác lập trước kia (xem 
§ 2). Các điềm trên trục x trong mặt phẳng số sẽ tương 
ứng với các số thực x = x-L 
“+ 0i, còn các điềm trên trục 
y tương ửng với các số thuần 
ão Z=0-+ yì. Nếu Z=x-+ 
+ yi là một số phức nào đó 
thì số Z = x — yi được gọi 
là liên hợp với số Z. Trong "` : 
. Z . “25. cộng các s 
mặt phẳng số, điềm Z suy phức an hình 
ra từ điềm Z bằng phép đối bình hành. 
xứng với trục x. Nếu ta qui 
ước biểu thị khoảng cách từ điềm Z đến góc là p thì 
dựa vào định lý Pitago : 


p? = x? + y? = (x+ VÌ) (x — yÙ = Z. Z. 


Số thực p = Vx* + y? được gọi là móđun của Z và ký 
hiệu p = |Z{. 
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Nếu Z nẫm trên truc thực thì Môđun của Z trùng với 
giá trị tuyệt đối của nó. Các số phức với môdun 1 được 
biều thị bởi những điềm nằm trên đường tròn đơn 
Vị » CÓ tâm Tà gốc, có bán kính 1. 

Nếu | Z ‡ = 0 thi Z = 0. Điều này được suy ra từ định 
nghĩa | Z | là khoảng cách từ điềm Z tới gốc. Hơn nữa, 
módun của tích hai số phức bằng tích các môẩầun: 

l'Z,Z2l=lZ21sÌ Lm 

Điều này coi như hệ quả của một định lý tồng quát 
hơn sẽ chứng mỉnh ở trang 124. 

Theo định nghĩa phép cộng hai số phức Z¡ = Xị + y;Ï 
Và Z4 = X;¿ -} yại ta có: 

Z¡ + 2s = ŒXì + Xa) + (yì + V2). 

Như vậy điềm z¡ -- z2 được biểu thị trên mặt phẳng 
số bởi đỉnh thứ tư của hình bình hành mà ba dỉnh đầu 
tiên là các điềm 0, Zạ, Z¿, Phương pháp dựng tòng của 
hai số phức này dẫn đến nhiều hệ quả quan trọng. Từ 
đó ta kết luân rằng Ä/ôđun của iồng hai số phức không 
Đượt quả tồng của hai môđun 

l2: Z2l<S1221 1221: 
Chỉ cần suy ra từ nhận xét chiều đài một cạnh của 
tam giác không lớn hơn tông các độ dài của hai cạnh kia. 


Góc giữa hướng dương của trạc x và đoạn Oz được 
gọi là argumen của z¿ được biền thị bởi chữ ọ (xem 
hình 22). Các số Z và Z có cùng một môđun (| Z| = | Z |), 
nhưng argumen của chúng đối nhau: @ = —ọ. 

Tất nhiên argumen của Z được xác định không đơn 
vị, bởi vì có thể thêm vào hoặc trừ đi một góc tùy ý là 
bội của 360% và không thay đồi hưởng của đoạn Oz. Như 
vậy, các góc œ, ọ + 3600, ọ + 720%, ọ + 10809,..., 
@ — 3609, @ — 7209, ø — 10800,... 
vẻ mặt đồ thị cho cùng một argumen, 
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Vì theo định nghĩa sin và cosin thì x — pcoSo, 
y = psine cho nên một số phức z bất kỳ được biểu thị 
qua môđun và argimen của nó như 8âu : 


z =X + Yỉ = p(cosợ + ising) (8) 

Thí dụ: 
trong trường hợp 2 = Ï ta có: p = |; = 909, 
° › ›» z=—=l + Ð? :PEV2›sọ =4, 


» ° › z=l—i ?› :PE=V2;g=—459, 
›»_ SP 9» Z=T—l+v 3y:p= 2,g = 120, 
Vậy thì : i = 1(cos 90 + isin 9Œ) 
1 +i= V2 (cos459 -+ isin 459) 
1—i= V2 (cos (—45*) + isin (—459)) 
— 1-+ƒÿ3i =2 (cos 1202 +- isin 1209), 

Bạn đọc có thê kiềm tra lại bằng cách thay vào đó giá 

trị bằng số của các hàm số lượng giác. Đề giải thích ý 

nghĩa hình học của phép nhân hai số phức thì các biều 

diễn lượng giác (8) là rất cần thiết. Nều : 

Z = p(cosọ + isino) và Z2) =p' (cose) + isine), 
thì ZZ° == pp'{(coseocosọ°" — sinosine°) + (cososingp" + 
-+ sinpeosœ')i} 

Nhưng theo các định lỷ cơ bản của sin và cosin thì: 
COS@cos` — sinosine? = cos(@ + @}, 
cOsoœsine" -+- sinocoso° = sỉn (@ -- @”}, 

cho hên: 

ZZ' =pp` {eos(@ + @) + isin (@ + ø@} (9) 

Về phải của đẳng thức này là một số phức viết dưởi 
đạng lượng giác với mỏđunpp)° và argumen o-++- `. Từ 
đó ta có thể kết luận rằng: khi nhân hai số phức ta 
nhân các m2đun oới nhau 0à cộng các argumen oới nhau 

(h. 24). Như vậy, ta thấy rằng phép nhân các số phức 

có liên hệ với phép quay. Ta sẽ chính xác hóa hơn 

nửa vấn đề này, 
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Gọi hướng va đoạn 
thẳng đi từ gốc đến diễn 
Z là oectơ của điệm Z, lức 
đó mòdun p =- [Z{ là độ 
dài của nó. Giả thử Z° là 
một điềm bất kỳ của 
đường tròn đơn vị, tức 
p`= I1. Trong trường lợp 
này, phép nhàn Z với Z' 
chỉ đơn giản là phép quay 
vectơ Z một góc œ'. Nếu 


v 





H. 3%. Phép phân các sỐ p` l1 thi cùng với plh:iếp 
phức : cộng các argumen, nhân quay, độ đài vectơ phải 
các môđua được nhân với p' Đề 


nghị bạn đọc tự minh họa 

những sự kiện đó bằng cách nhân các số phức khác 

nhau với Z¡ =¡ (quay 90), Z¿ = —i (cũng quay 909), 

nhưng theo chiều ngược lại) Z¿ = 1 +ivà 4= l-l) 

Công thức (9) đặc biệt lý thú nếu Z= Z', trong 
trường hợp này ta có: 

Z2 = p? (cos2o + isin2e) 
Nhân với Z một lần nữa ta có: Z?— p? (cosäe + 


-+- Isin3o) 
tồng quá với mọi n ta có: 
Z°" = p°(cosnọ -++ isin nọ) (10) 


Đặc biệt, nếu điềm Z nằm trên đưởng trỏn đơn 0ị 
thì p = 1, ta đi đến công thức của nhà toán học Pháp 
Moavrơ (1667 — 1754) 

(cosọ -E- isino)° = cos nọ -+- isin nọ (11) 

Công thức này là một trong những hệ thức bồ ích và 
nồi tiếng nhất trong toán học sơ cấp. Ta giải thích 
điều này bằng thí dụ. Ta lấy np = 3 và phân tích vế trải 
theo công thức nhị thức: 

(u -E v)° = u? + 3uÊy + 8uv$£ + về 
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Như vậy ta có: 
CoSỞ@ --isindp = cosŠp — 3coso sin®o + ¡ (3cos®o singp — 
— sin'œ) 


Một đẳng thức phức nh thế sẽ tương đương dới hat 
đẳng thức thực. Quả vậy, nếu hai số phức bằng nhau 
thì phần thực của chúng bằng nhau, phần ảo của chúng 
bằng nhau. Như vậy ta có thê viết: 
€osỞổ‹p = cos80 — 3cososin?@ ; sin3@ = 3cos®*esine — sinŠo. 


Sau đó dùng hệ thức 
CoS?@ -+- 8in?@ = Ï 


ta có : 


cosäœ0 -+- cos%e —3€oso (1 — cos?œ) = 4cos?@ — 3coso 
sin3 = — 4sin3œ -L 3sino. 


Cũng dễ dàng thu được các còng thúc biều thị 
sin nọ và cosn £ qua sin @ và cos @ với giá trị nguyên n 
ty ý. 

ở. Công thức Moavrơ và các cán của đơn vị, Ta hiểu 
căn bậc n của một số a là một số b nào đó sao cho 
b2 = a, Nói riêng số 1 có hai căn bậc bai: 1 và —Í bởi 
vì Í?—(— 1)? = l. Số 1 có một căn bậc ba (hực, đó là 
số 1, trong khi nó có bốn căn bậc bốn; hai thực Í và 
—1 và hai ảo ¡ và —i. Những sự kiện đó dẫn ta đến ý 
nghĩ rằng trong miền phức phải có hai căn bậc hai của 
1 (như vậy thì tất cả sẽ là ba căn bậc ba). Nhờ công 
thức Moavrơ ta sẽ chứng tỏ rằng điều dự đoán này là 
đúng. Ta khẳng định rằng trong trường số phức có đúng 
ncăn bậc n của 1. Những căn đó được biều thị bằng các 
đỉnh của đa giác đều n cạnh nội tiếp trong hình trỏn 
đơn pị 0à nhận điềm 1 là một đỉnh. 
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Điều nỏi trên được thề 
hiện rõ trên hình 25 (tương 
ng với trường hợp n= 12) 
Đỉnh thử nhất của đa giác 
là 1, Các đỉnh tiếp sau là: 


0 
60 *. Tin 360 





==CO8 (12) 








bởi vì argumen phải bằng 
360°/n. Đỉnh tiếp theo là _ " 
«.«œ — #3, bởi vì ta thu được 

nỏ bằng cách quay veclƠ 4 ÿý, 25. Mười hai nghiệm cỗa 
một góc 3609%/n. Tiếp theo ta lây thừa bậc 12 của đơn vị. 

được đỉnh «® v.v...,, sau n 

bước ta quay trở lại đỉnh 1, tức là eó được ø° =1, 
Điều này cũng suy được từ công thức (11) vì: 


360 }= cos 3602 + isin 360° = 





9 

( cos Gv LH isin 

n 

= 1 -+- Oi = {, 
Như vậy, «l—= « ¡à nghiệm của phương trình x° = 1, 
Đối với các dỉnh tiếp theo cũng đúng: 
%2 C€OS _7209 ¬+- ïsin r0 
n n 

Ta sẽ chứng minh được điều này nếu viết: 

(x3) = ư? —. («"»ˆ = l3—= Ì1 
hoặc dùng công thức Moavrơ: 

200 
(«?)" —= COS (n. ——) « isin (n. ) 
n: n 
= Cos 7200 +- isin720° — Í + Oi =1. 


Cũng hoàn toàn như vậy, ta kết luận toàn bộ n số: 
1, œ, ơ%, œ', ..„ œ—! là các căn bậc n của 1. Nếu tăng 
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tiếp tục số mũ hoặc xét các số mïi âm, ta sẽ không thu 
được căn nào mới. Thực vậy : 
Đ 

œ"!—= c =—— =a°hL; cũng thế ø°* = Ì, 

G _ 2 

œ°†+! —= (œ*)œ— .œ= «. V,Y... 
các căn bậc hai đã tìm ra sẽ được lặp lại. Đề nghị bạn 
đọc chứng minh, coi như bài tập, chương trình đang 
xét không có nghiệm nào khác ngoài những nghiệm đẩ 
kê ra ở trên. 

Nếu n chẵn thì một trong các đỉnh của đa giác n cạnh 
rơi vào điềm —1 phù hợp với sự kiện dại số ai cũng 
biết: — 1 là căn bậc chẵn của 1. 

Phương trình thỗa mẩn các căn bậc n của 1 (x°—= 
=0) (13) là phương trình bậc n, nhưng có thề hạ thấp 
bậc của nỏ đi một đơn vị. Ta dùng công thức đại số : 

x? — 1 = (x— 1) (x° 1-x?®-?*-Lx" 3+...- O1) (14) 
VỊ tích của hai số bằng 0 khi và chỉ khi mật trong các 
thừa số bằng 0 cho nên biều thức (14) triệt tiêu hoặc 
khi x=— 1, hoặc khi 

x°~ltrx° 2+ x9 #- 6, cx-L©1 =0 (15) 

Cá+ căn a, œ3, œ3, ..., œ"~1 thỏa mãn phương trình đó, 
Phươn : trình này được gọi là phương trình chu số hoặc 
phương trỉnh chia đường tròn. Chẳng bạn, căn bậc 
ba ảo của 1 là: 


œ==cos 12 + isin 120? = ` R 

ø* = cos 240® -isin 2400 — —=!`. 
là các nghiệm của phương trình x3 -+- x-+- 1 =0 mà bạn 
đọc có thê thấy được bằng phép thế các giá trị của e 


vào phương trình. Cũng vậy, các căn bậc năm của Í 
ngoài bản thân 1) thỏa mãn phương trình ¿ 


xt + x8-- x?--x-+-1=—=0 (16) 
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Muốn dựng mọt ngũ giác đều, cần phải giải một phương 
trình bậc bốn, Một mẹo đại số đơn giản — phép thể 


œ=*x+ = sẽ dân đến phương trình bậc hai. Ta chia 
phương trình (16) cho x2? và hoán vị các số hạng: 
1 | 
Vàng nu ng don CĐ 


9 
Yơi chú ÿ rằng (+ == X? + sự +2,1a cô: 
—. 


0 -—-œ — Í = 0 
Theo công thức (7) mục i thì các nghiệm của phương 
trình bậc hai này sẽ có dạng : 
ty — ` œa m= 
Như vậy, căn ảo bậc năm của 1 là các nghiệm của hai 
phương trình bậc hai sau đây: 


xi+— =(m hoặc x2 +z(W- 1Ìx+1=0 


và x +—=% hoặc s¬z(V5+ lÌx+1=0 


Bạn đọc có thề giải các phương trình này theo công 
thức (7). 


4. Địni: lý đại só cơ bản. hông những chỉ có các 
phương trình dạng ax?-+bx-+c =0 hoặc x?— 1= 0 lả 
giải được trong trường số phức ma còn có thề khẳng 
định xa hơn nhiều ; mọi phương trình đại số bậc n với 
hệ số thực hoặc phức : 

{(2) =x"-+Lan_ix°—1!-|-an~ax"~#- ,., E aix + a,= 0 (17) 
đều giải được trong trường số phức. Đối với trường hợp 
phương trình bậc ba và bậc bốn, định lý này đả được 
xác nhận từ thế kỷ XVI bởi Tartal, Karđanô và những 
người khác : chúng được giải trực tiếp bằng các công 
thức tương tự công thức phương trình bậc hai nhưng 
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phức tạp hơn. Việc nghiên cuứ phương trình tổng quát 
bậc Š và bậc cao hơn đã được tiến bành kiên trì trong 
vòng gần bai tlế kỷ, nhưng mọi cố gắng giải bằng công 
thức đều vô ích, Chàng thanh niên Gauss, trong luận văn 
tiền sĩ của mình (1799) đã lần đầu tiên chứng minh được 
sựr fồn fqi các nghiệm, Đó là một thành tựu vĩ đại nhất, 
dẫu rằng vấn đề về khả năng mở rộng các công thức 
cồ điền cho các trường hợp có bậc > 5 đẻ tìm nghiệm 
nhờ các phép toán hữu tỈ và khai căn, vẫn còn chưa 
giải quyết được trong thời đó (xem trang 146 — 147), 

Định lý Gauss khẳng định rằng : mới :nọi phương trình 
đại số dạng (17), trong đỏ n là số nguyên dương, các hệ 
số a là những số thực hoặc số phức, tồn tại Ít nhất mới 
số phức œ= c + đi sao cho ƒ(«) = 0. 

Số œ là nghiệm của phương trình (17), Chứng minh 
của định lý này sẽ được trình bày ở trang 299 — 301. 
Giá thử định lý đã được chứng minh, ta suy ra tử đó 
một định lý khác đã được biết với các tên định lý đại 
số cơ bản (đúng hơn nền gọi nó là định lý cơ bản của 
hệ thống số phức) : Mọi đa thức đại số bậc n 


f(x) = x” -+ aa.¡ X°"!+....-+ 8rX + 8ẹ | (18) 
đều cỏ thể biều thi đưởi đạng tích của đúng n thửa số: 
f(x) = (X — ơi) (X — ơạ).. (X—aa) (19) 


trong đó ơi, ơạ,..., % là các số phức nghiệm của phương 
trình Í(x) = 0. _ 

Chẳng hạn, đa thức f(x) = x' — 1 sể được phân tích 
thành các thừa số như sau: 

f(x) = (x — 1)(x—) (x+ Ìj)(x+ ‡) 

Các số œ là nghiệm của phương trình f(x) = 0 được 
suy ra từ bản thân phân tích (19) là đi nhiên. bởi vì khi 
x = œ« thì một trong các thừa số của f(x) bằng 0. đo đó 
bản thân f(x) triệt tiêu, 
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Trong những trường hợp khác thì không nhất thiết 
mọi thừa số x — ơp; X — đạ, .. của đa thức bậc n Í(x) 
phải khác nhau, chẳng hạn: 

f(x) = x? — 2x -+- 1 =(x—1) (x — Ÿ) 
chỉ có một nghiệm x = 1 « được tính hai lần» hoặc 
«bội 2 ». Trong mọi trường hợp, không thê phân tích một 
đa thức bậc n thành tích của quá n thửa số khác nhau 
đạng x —z và phương trình tương ứng không thể cỏ 
quá n nghiệm. Khi chứng minh định lý đại số cơ bản 
ta sẽ dùng, không phải lần đầu, hãng đẳng thức đại số: 
xÈ —. gÈ — (xX—#) (xk"1 + œxk~9 +- œ2xk~3 + 

-- ... -+_ œÈ~? -_ ạkT—]) (20) 
nó đã được dùng đề tính tồng của cấp số nhân khi a= Ì. 

Giả thử định lý Gauss đã được chứng roinh. Nếu z=øy 
là nghiệm của phương trình (12) thì : 

f(øy) = #P -E 8ạ_¡ o}—Ì +} an; đ†—?+ ấy aị + 8ạ =Ô 
Trừ nó vào f(x) và nhóm lại các số bạng, ta được 
đẳng thức: _ 

f(x) = f(x) — f(&) = (x° — zỈ)-+ aa_r(x®”°— aƒ—}!) + 

+... + ñq (x ... e†) (21) 
Bây giờ dùng công thức (20), ta có thề tách thừa số 
K—ơ ra khỏi từng số hạng, đưa nó ra ngoài dấu ngoặc, 
bậc của đa thức còn lại trong ngoặc sể nhỏ đi một đơn 
vị. Nhỏm các số hạng một lần nữa, ta được đồng nhất 
thức 

f(x) = (x —ơi) gŒ) 
trong đó g(x) là bậc đa thức bậc n —Í 

g(x) = x°”1 + ban; x” 2 + bịx Ð bẹạ 

Ở đây, ta không lưu ý đến việt tính các hệ số biểu 
_ thị qua b. Ấp dụng tiếp tục lập luận đó vào g(x). Theo 
định lý Gauss, tồn tại một nghiệm szạ của phương trình 
g(x) = 0 tức là: 

6(x) = (% — s) h(x) 
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trong đó h(x) là đa thức mới bậc n — 2. Lặp lại lập luận 

này n — 1 lần (tất nhiên, phải hiểu là áp dụng nguyên 

lỷ qui nạp toán bọc), cuối cùng ta đi đến phân tích 
f(x) = (x ~- øi) (X — #;¿) (X — #¿)...(Xx T— #;) (22) 


Từ đồng nhất thức (22) khòng những suy ra các số phức 
œ ` #;,... œ. là nghiệm của phương trình (17) mà còn 
suy ra không còn nghiệm nào khác nữa của phương 
trình (17) Thực vậy nếu số y là nghiệm của phương 
trình (17) thì, từ (22) suy ra: 

f(y) = (y — #y) (ÿ — )... (y — z") = 0 


Nhưng ta thấy rằng tích các số phức chỉ bằng 0 khi một 
trong các thửa số bằng 0, Như thế, một trong các thừa 
SỐ y = « phải bằng 0, tức là y = «„. Điều đòi hỏi đã 
được chứng minh. 


§ 6, SỐ ĐẠI SỐ VÀ SỐ SIÊU VIỆT 


1. Định nghĩa và vân đồ tồn tại. SỐ dại số là mọi số 
x thực hoặc ảo thỏa mãn một phương trình đại số nào 
đó có dạng: 
8aX” +} Aa¿ px? "1+... + arx-©- ao=0 
(n > 1, an z 0) Œ) 
trong đó các a, nguyên. Chẳng hạn, số ƒ 2 là số đại số 
vì nó thỏa mãn phương trình x* — 2 = 0. Cũng vậy số 
đại số là mọi nghiệm của mọi phương trình có hệ số 
nguyên bậc ba, bậc bốn, bậc năm, bậc tùy ý, không 
phụ thuộc vào việc có thề biều thị chúng đườởi dạng căn 
thức hay không. Khái niệm số đại số là sự mở rộn: tất 
nhiên của khái niệm số hữu tỉ tương ứng với trười: ° 
hợp riêng n = Í. 
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Không phải mọi số thực đều là đại số, Điều này suy 
ra tử định lý sau đây do Canto đề xuât: tập hợp số đại 
số là đếm được. Bởi vì tập hợp số thực là shông đếm 
được, cho nên bắi buộc phải tồn tại những số thực 
không phải là đại số. 

Ta sẽ chỉ ra một phương pháp đánh số tập hợp số 
đại số. Ta cho ứng với mỗi phương trình dạng (1) 
một số nguyên đương : 

h=lasl+tIasa›;l+-‹-.. +|s:|+lacli+, 

đề cho ngắn gọn ta gọi đó là cđộ cao» của phương 
trình. Đối với mỗi giá trị n cố định chỉ có một số hữu 
hạn các phương trình dạng (1) với độ cao h. Mỗi 
phương trình như thế có nhiều nhất n nghiệm. Hởi 
thế, chỉ có một số hữu hạn các số đại số của phương 
trình có độ cao h; do đó, mọi số đại số có thề sắp 
thành dãy, bắt đầu kề từ những dãy nghiệm của phương 
trình có độ cao 1, sau đó độ cao 2... 

Chứng minh này về sự đếm được của tập hợp số đại 
số xác nhận sự tồn tại các số thực không phải đại số. 
Chúng được gọi là những số siêu uiệt (từ chữ latinh 
transcendere có nghĩa là trội hơn): Ơle đã cho chúng 
cái tên này vì chúng mạnh hơn các phương pháp 
dại số. 

Chứng minh của Canto về sự tồn tại các số siêu việt 
không có tính chất kiến thiết. Về mặt lý thuyết thì có 
thề xây dựng được một số siêu việt nhờ qui trình 
đường chéo thực hiện trên bảng liệt kê tưởng tượng 
các phận tịch thập phân của mọi số đại số; nhưng qui 
trình đó đã mất mọi giá trị thực tiễn và không đưa đến 
một số mà ta có thể viết một cách thực sự phân tích của 
nó dưới dạng phận số thập phân (hoặc bất kỳ một 
phân số nào khác). Vấn đê lý thủ nhất cỏ liên quan 
đến số siêu việt là ở chỗ chứng minh những số cụ thê, 
xác định (trong đó cỏ các số œ và e) là số siêu việt. 
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2. Định lý Lyuvill và việc xây dựng các số siêu việt 


Chứng mình sự tồn tại số siêu việt đã được 
J. Luuuill (1809 — 1862) nêu ra trước Canto. Nó thực 
sự cho ta khả năng xây dựng các thí dụ về những số 
như vậy. Chứng minh của L.yuvill khó hơn chứn: minh 
của Canto, điều này không có gì đáng ngạc nhiên, bởi 
vì việc xày đựng một thi dụ, nói chung, kho hơn việc 
chứng minh sự tồn tại, Khi dẫn ra chứng mi:h của 
l.yuviH dưởi đây, chúng tôi chỉ có ý định đành cho bạn 
đọc đã có một trình độ tương đối, tuy rằng muốn biều 
nó thi chỉ cần những kiến thức toán học sơ cấp đĩ 
hoàn toàn đủ. Lyuvill đã phát hiện được rằng những số 
đại số vô tỈ cỏ tính chất là không thể xấp xỉ được bởi 
các số hữu tỉ với độ chính xác rất cao nếu như không 
chọn mẫu số cực kỳ lởn của các phân số xấp xỉ. 

Ta giả thiết số z thỏa mãn phương trình đại số với 
hệ số nguyên 
f(x) — tạ -† ayX + aaX2 -}... + anx”" = 0(a, 0) (2) 
nhưng không thỏa mãn phương trình loại đó với bậc 
thấp hơn. Khi đó, ta nói rằng bản thân x là số đại số 
bậc n. Chẳng hạn số Z = ƒ2 là số đại số bậc 2, nhưng 
không thỏa mãn phrrơng trình bậc nhất; số Z V2 là số 
đại số bậc 3 vì nó thỏa mãn phương trinh x? — 2 — 0 
nhưng không thỏa mãn phương trình bậc thấp hơn 
(như đã chứng minh trong chương II). Số đại học bậc 


n > 1 không thÊ là số hữu tỉ, bởi vì số hữu tỉ Z =-P 

q 
thỏa mãn phương trình gx — p = 0. Mỗi số vô tỉ ⁄Z đều 
có thề xấp xỉ với độ chính xác tùy ý bằng một số hữn. 
tỉ; điều này cô nghĩa !À bao giờ cũng có thể chỉ ra một 
dẩy số hữu tỉ: 
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với mẫu số tăng VÔ hạn mà P:._ „7, Định lý I.yuv:H 


r 
khẳng định: mọi số đại số Z bậc n > l1 déu có thề xấp 
xỉ bằng m.;: 5. hữu tỉ -P~ với dộ chính xác cao hơn, 
q 


:¡ nói cách khác, với những mẫu số đủ lớn bao giờ 








q "+! 
cũng có bất đẳng thức. 
¡2 _P; 1 
IZ P [> an @) 


Ta sẽ cố gắng chứng minh định lý này, nhưng trước 
hết ta sẽ chứng. tổ có thề dùng định lý này đẻ xây 
dựng những số siêu việt như thế nào. Xét số 
Z = ai.10~1  a¿.10—?t + a,.1073t -TĐ... To a„.10— +... 

+am+;,-1070®+iị +... = 6,aya¿ 000a, 00....0a,00.,., 

me ng 

trong đó a, biểu -thị các chữ số tủy ý từ 1 đến 9 (đơn 

giản nhất là cho tất cả a, bằng 1) còn ký hiệu n! biều 

thị cho 1.2... n như bình thường, Tính chất đặc 

trưng của phân tích thập phân của một số như vậy là 

đỏ dải các nhóm số 0 tăng nhanh xen kể những chữ số 

khác 0 đứng riêng rể. Ký hiệu Z„ là một phân số thận 

phân hữu hạu có được bằng cách lấy toàn bộ phản 

tính thập phân cho đến số hạng a,..107 4. Khi đó ta có 
bất đẳng thức 

|“ — Zal < 10. 107m1 (4) 

Giả thử Z là một số đại số bậc m. Khi đó, đặt trong 


bất dẫng thức Lyuvill (3) tạ ~ Z4 =m= ——, đa 


phải có : 
Í 


⁄“_-Z Ỳ¬———n 
Ì mì > 10(°+um( 
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với những giá trị m đủ lởn. So sánh bất đẫr.g thức này 
với bất đẳng thức (4) ta có: 


“—  . . 
100%+nm 100220, 100+1—1 ` 


từ đó suy ra: (n+ Í)”!1 >(m-+1)1"! 
khi m đủ lớn. Những điều này không đúng với những 
giá trị m lớn hơn n (đề nghị bạn đọc chứng minh kỹ 
khẳng định này). Ta đi đến mâu thuần. Như vậy, số Z 
là số siêu việt, 

Bây giờ ta chứng minh định lý LyuviH, Ta giả thiết 
số Z là số đại số bậc n > 1 thỏa mãn phương trình (1) 
tức là f(z) =0 (5). Giả thử Z„ —=-P la một dãy số 


hữu tỉ trong đó Z4 —> Z. Thế thì : 
f(m) _ f(2m) = f2) = 812m — ) nh aa(22› == +) + 
+ + ® ® +aạ (Z2 — Z") 
Chia cả hai vế cho Z„ — Z và dùng công thức đại số : 


_—= U" 1+ D>Ẻ°®v+U”- 8v2-—., {Ó- Uy"- 2-+ yn- 

— VY 

ta có : 

z8 =ai +ay(fm+#)-LaUA, + Z2 + 78) + «.+ 
nà #° 


+aa(207!-E... + 2n) (6) 
Vì 2Z„ đần tởi Z cho nên khi m đủ lớn thì số hữu tỉ Z„ 
sẽ khác Z it hơn đơn vị. Vì thể, có thể đánh giả như 
sau khi m đủ lờởn. 


—.#/m _ zJ <1 212112121) + 31a, 


— 





“m 


T.H +1?+.. +enlaal(121+1?'=M Œ) 
trong đó M không đồi vì 2 là không đồi trong suối quá 
trình chứng mình. Hây giờ ta chọn m đủ lớn sao cho 
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trong phân sỐ Zm -Pm_ thì mẫu số q„ lớn hơn M; thế 


thì : 
fŒ 
M da 


ĐỀ cho gọn, tử đây ta qui ước viết p thay cho pạ, viết 
ạ thay cho pạ. Như vậy thì: : 

f(Z„) _. aạq° + 2q” ca s.. dnÐ (9) 
Số hữu tỉ Z„ = p/q không thể là nghiệm của phương 
trình f(x) = 0 bởi vì nếu thế thì từ da thức f(z) có thề 
tách thừa số (x — Z4}, tức là Z thỏa mãn phương trình 
bậc thấp hơn n. Vậy thì f(Z„) z0. Nhưng tỈ số trong 
vế phải của dẳng thức (9) là một số nguyên cho nên 
giá trị tuyệt đối của nó ít nhất phải bằng đơn vị. Như 
vậy, so sánh các hệ thức (8) và (9) suy ra bất đẳng 
thức 





: = — I0 
q ằqg q?ứ! — 
đó chính là điều phải chứng minh. 
Trong vài chục năm gần đây những nghiên cứu đề cạp 
đến khả năng xấp xỈ các số dại số bằng số hữu tỉ đã 
tiến rất xa. Chẳng hạn, nhà toán học Nauy AÀ.Tue 
(1863 — 1922) đã chứng minh rằng trong bất đẳng thức 
của Lyuvill (3), có thể thay thế số mũ n + Í bằng số 
mũ nhỏ hơn (n/2 + 1), K. L.Zigel đã chứng mình rằng 
còn có thể chọn số mũ nhỏ hơn (2Ý n) 


Số siêu việt luôn luôn là một đề tài được các nhà 
toán học chú ý dến. Nhưng cho đến gần đây, trong 
những số được chú ý, ta mới chỉ biết được rất ít những 
số mà tính siêu việt của chúng đã được xác định (trong 
chương III, tính siên việt của số sẽ được chứng minh, 
từ đó suy ra khong thề cần phương trình tròn bằng 
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thước và cornp). Trong bão cáo đọc tại hội nghị toán 
học quốc tế ở Pari năm 1900, .ÐĐavid Hinbe đã đề xuất 
ba mươi bài toán có phát biều dơn giản, một số bài: là 
hoàn toàn sơ cấp và puồ cập, nhưng không những 
không có một bài toán nào được giải mà cách giải còn 
vượi khỏi những phương tiện của toán học hồi đó. 
Những «bài toán Hinbe » đó đã có tác dụng thúc dầy 
mạnh mề toàn bộ thời kỳ phát triền toán học tiếp sau 
đó. Dù rằng hầu như tất cẢ những bài toán này chưa 
giải được, nhưng trong nhiều trường hợp việc giải chúng 
đã cỏ liên quan đến những kết quả rỗ ràng về mặt 
chuần bị những phương pháp tổng quát hơn và sâu sắc 
hơn. Một trong những bài toán dường như không có 


hy vọng giải được là vấn đề chứng minh số 2Ý 2 là số 
siêu việt (hoặc it ra là số vô tỈ). Trong vòng ba chục 
năm thậm chí không có một cách xử lý nào đề có hy 
vọng đạt kết quả. Cuối cùng, Zigel và độc lập với ông, 
nhà toán học Nga trẻ tuổi A. Gelfond đã phát minh 
những phương pháp mới để chứng minh tính siêu việt 
của nhiều số có ÿ nghĩa trong toán học. Đặc biệt, đã 
xác định được tính siêu việt không những chỉ cho số 


Hinbe 2av2 3 , mà còn cho một lớp rộng lớn những số 
dạng a° trong đó a là số đại số (+ 0 và + l1), b là số 
đại số vô tỉ, 


PHUỤ LỤC CHƯƠNG [ïI 
ĐẠI SỐ TẬP HỢP 
1, Lý thuyết tòng quát. Khái niệm lớp hoặc tập hợp 
các sự vật là một trong những khái niệm cơ sở của 
toán học. Một :ập hợp được xác định bởi một tính chất 
nào đó (thuộc tỉnh) U mà mỗi sự vật đang xét phải có 
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hoặc không có; những sự vật có tỉnh chất U tạo thành 
một tập hợp AÁ. Chẳng hạn, nếu ta xét các số nguyên 
và tỉnh chất U là «nguyên tố » thì tập hợp A tương 
ứng sể gồm tất cả các số nguyên tố 1, 2, 3, 5, 7,.. 

Lỷ thuyết toán học về các tập hợp xuất phát tử chỗ, 
nhờ các phép toán nhất định, có thê cấu thành những 
tập hợp mới từ các tập hợp cho trước (tương tự như 
nhờ các phép toán cộng và nhân thu được các số mới 
từ các số cho trướe). Việc nghiên cứu các phép toán về 
tập hợp là đối tượng của « đại số tập hợp» có nhiều 
cái chung với đại số các số bình thường, dù rằng có 
điềm khác nhau. Sự kiện có thể áp dụng các phương 
pháp đại số đề nghiên cứu các sự vật không phải là con 
số mà là các tập hợp đã minh họa cho tính khái quát 
cao của tư tưởng toán học hiện đại. Trong thời gian 
gần đây, ta thấy đại số tập hợp đã cho ra đời nhiều 
lãnh vực toán học, chẳng hạn lý thuyết độ đo và lý 
thuyết xác suất; nó cũng có ích trong việc hệ thống 
hóa các khái niệm toán học và làm sáng tỏ mối liên hệ 
logic giữa các khái niệm đó. 

Từ đây ta sẽ ký hiệu một tập hợp sự vật không đồi 
nào đó là I mà bản chất của những sự vật đó ta không 
quan tâm đến. Ta gọi nó là íập hợp 0ũ trụ, còn các tập 
hợp con của nó được ký hiệu là A, B, €... Nếu I là 
tập hợp số tự nhiên thì A, có thể là tập hợp số chẵn, 
B là tập hợp số lẻ, C là tập hợp- sỡ nguyên tố v.v... 
Nếu tập hợp I là tập hợp điềm trên mặt phẳng thì A 
có thể là tập hợp các điềm nẫm trong một hình tròn 
nào đó, H là tập hợp các điềm nằm trong một hình 
tròn khác v.v... Đề thuận tiện, trong số các «tập con » 
ta kề cả bản thân I, cả tập hợp « rỗng » (O) không chứa 
phân (tử nào. Sự mở rộng nhân tạo này 2nhẫm mục 
đích bảo toàn ý kiến là mỗi tính chất U sẽ tương ứng 
với Lập hợp những phân tử no đó trong Ï có tính 
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chất ấy. Trường hợp U là mọt tính chấ. dược thực 
hiện toàn bộ, có thề dùng tính chất thỏa mãn đẳng 
thức tầm thường x=x làm thí dụ (nếu ta đẻ cạp đến 
các số) tì lập con tương ứng của ï sẽ là 6ản thân Í[, 
vì mỗi phần tử đều có tính chất đó, mặt khác, nếu U 
là một tính chất mâu thuẫn nội tại nào đó (thuộc loại 
x z x) thì tập con tương ứng hoàn toàn không chứa 
phần tử nào, nó là tập hợp «rỗng » và được ký hiệ› 
là 0. 

Ta nói rằng tập hợp A là một (áp con của tập hợp B, 
hay gọn hơn «A nằm trong B» hoặc «B chửa Â › nêu 
trong tập hợp A không có phần tử nào không nắm 
trong B, Quan hệ này được ký hiệu là AC—B hoặc 
BCA. 

Thí dụ, tập hợp A các số nguyên chia hết cho 10 là 
tập con của tập hợp B các số nguyên chia hết cho 5, 
bởi vì mỗi số chia hết cho 10 cũng chia hết cho 5. 
Quan hệ AC— H không loại trừ quan hệ BC- A. Nếu có 
đồng thời cẢ hai quan bệ thì ta viết A=B. Điều này 
có nghĩa mỗi phần tử của A cũng là phần tử của Ö 
và ngược lại, tức là các tập hợp A và B chửa những 
phần tử như nhau. 

Quan hệ AC —B,giữa các tập hợp nhắc nhở ta đến 
qua hệ a <b giữa các số. Đặc biệt, ta lưu ý đến những 
tính chất sau đây của quan hệ đó: 

l) ACA 

2) Nếu AC-B và BCA thì À=B 

3) Nếu AC— B và BC—C thì À —C 


Do đó quan hệ AC—B còn được gọi là «quan hệ thứ 
tự ». Chỗ khác biệt chủ yếu giữa quan hệ đang xét và 
quan hệ «< b giữa các số là ở chỗ giữa hai số thực 
a và b bất kỳ bao giờ cũng có ít nhất một trong các hệ 
thức a< b hoặc b< a, trong khi đỏ thì diều khẳng 
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định tương tự là không đúng với quan hệ AC— B giữa 
các tập hợp. Thí dụ: nếu A là một tập hợp gồm các 
số, 1,2, 3: A ={ 1, 2, 3 } còn B là tập hợp gồm các số 
2,3,4: B— {2, 3, 4} thì không có quan+ bệ A — B, 
cũng không có quan hệ BC- A. Do đó, ta nỏi rằng các 
tập con A,B, C... Của tập hợp I là được sắp thứ tự bộ 
phân trong khi các số thực a, b, c... lập thành một tập 
hợp «có thứ tự tuyến tính»? Ngoài ra, ta lưu ý rằng 
từ định nghĩa quan hệ ÁC—B suy ra với một tập con 
bất kỳ À của tập hợp I, ta có: 
4) 0A và 5) ACI 


Tính chất 4) xem ra có vẻ vô lý, nhưng nếu suy nghĩ 
kỹ thì nó phù hợp với ý nghĩa chỉnh xác của định 
nghĩa dấu —- một cách logic chặt chẽ. Thực vậy, hệ 
thức 0C A chỉ bị xóa bỏ trong trường hợp tập rỗng 0 
chứa một phần tử không thuộc A, song vì tập hợp 
rỗng hoàn toàn không chửa phần tử nào cả, cho nên 
không thể xảy ra sự vô lý đó với mọi A. 


Bây giờ ta sẽ định nghĩa hai phép toán trên các tập 
hợp về mặt hình thức có nhiều tính chất đại số của 
phép cộng và phép nhân các số, mặc dù nội dung bên 
trong của nỏ là hoàn toàn khác với các phép tính số 
học đó. giả thử Á và B là hai tập hợp nào đó. Hợp 
boặc «tông logic » của À và B là một tập hợp gồm 
những phần tử hoặc thuộc A hoặc thuộc B (kề cả những 
phần tử vừa thuộc A vừa thuộc B). Tập hợp này được 
ký hiệu À -- BỊ, Giao hoặc «tích logic của A và B là 
một tập hợp gồm những phần tử vừa Lhuộs A, vừa thuộc 
H. Tập hợp này được ký hiệu ARB2, Ta minh iọa các 


1. Hoặc A V B. 
2. Hoặc A /“" B. 
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định nghĩa đã dẫn bằ..g một thí dụ. Vẫn lấy các tập hợp 
A và B như trước A = = {1, 2, 3), B = {2, 3, 4). 

Thể thì A E_B — (1,2, 3, 41, AB = (2, 3] 

Ta nêu ra những tíah chất dại số quan trọng sau 
đây của các phép toán AÀ -+- và AB — Dựa vào các 
định nghĩa của bản thàn các phép toán, bạn đọc có 
thể thử lại các tính chất đó; 


6 A+B—=H+A 7) A.l3 = B.A 
8) Á (BC) =(A+B)+ CC 9) A(12Ô) = (AB) .C 
10) ÀA+ÀA=A "li na 


12) A (B-LC) = AB -+L AC 

138) A + (B0) L(A +B) (A +~C) 

14) A-LO=A 15) A.IL — A 

l5) A tI=TL 17) A,O = O 

18) Quan hệ ÀA - B là tương ứng với một trong hai 
hệ thức A -+-_B -- B, Al = A. | 

Việc thử lại tất cả những dịnh luật đó là việc của bản 
thân logic sơ cấp. Chẳng hạn, qui tắc 10) xác nhận rằng, 
tập hợp các phần tử được chứa hoặc trong À hoặc 
trong A, chính là tập hợp A; qui tắc 12) xác nhận rằng 
tập hợp những phần tử thuộc Á đồng thời thuộc B hoặc 
thuộc C, trùng với tập hợp các phần tử đồng thời W 
trong A và trong B hoặc đồng thời nằm trong À v 
trong C. Những lập luận loøic được dùng đề in 
minh các qui tắc tương tự sẽ được minh họa một cách 
thuận lợi nếu như ta qui ước biều thị các tập hợp A, 
B, C... dưới đạng những hình phẳng nào đỏ và lưu ý 
sao cho không bỏ sót một khả năng logïc nào có thê xảy 
ra khi đề cập đến sự có những phần tử chung của hai 
tập hợp hoặc ngược lại đề cập đến sự có phững phần 
tử trong một tập hợp này nhưng không thuộc tập hợp 
khác. 

Tất nhiên bạn đọc cần lưu ý đến các định luật 6), 7), 
8), 9), 12) về hình thức giống với các định luật giao hoán, 


155 


http://tieulun.hopto.org 





4^a 


H. 26. Hợp và giao của cáo tập hợp. 


kết hợp và phân phối của đại số học thông thường. Từ 
đó suy ra mọi qui tắc của đại số học thông thường rút 
ra tử những định luật đó cũng đúng trong đại số tập 
hợp. Ngược lại, những định luật 10) 11) và 13) không 
cỏ những định luật tương tự trong đại số học thông 
thường, chúng cho đại số tập hợp một cấu trúc đơn 
giản hơn. Chẳng hạn, công thức nhị thức trong đại số 
tập hợp đẫn tớ: một đẳng thức đơn giản: 

(A +B)" =(A -3).(A +B)...(A + B)=A +B 
điều này suy ra từ dịnh luật 11). Các định luật 14), 15) 
và 17) nói rằng các tính chất của các tập. hợp 6 và I 
đối với các phíp toán hợp và giao của các tập hợp là 
khá giống các tính chất của số 0 và 1 đối với các phép 
toán cộng và nhân các số. Nhưng định luật 10) kkông 
có cải tương tự trong đại số thông thường. Đây là 
định nghĩa của một phép tính khác nữa trong đại số 
tập hợp. Giả thử A là một tập con tùy ý của tập hợp vũ 
trụ L Phần bà của A trong Ilà tập hợp các phần tử 
của I không thuộc A. Ta đưa vào cho tập hợp này ký 
hiệu Á'°. Chẳng hạn, nếu Ï là tập hợp các số tự nhiên, 
A là tập hợp các số nguyên (ð thì A' là tập hợp chứa 
tất cả các hợp số và số 1. Phép toán chuyên từ A đến 
Á' không có cái tương tự trong đại số thông thường và 
có những tính chất sau đây : 

19) A + A'? =1; 20)A.A'—=O; 21) Q' =I; 
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22)= 9Q; 23) A"”= À; 

24) Quan hệ AC l3 tương đương vời quan hệ 
B'C A' 

25) (A + B)'= A'B'; 26) (AB) = A' + B. 


Chúng tôi dành bạn dọc thử lại những tính chất dó. Các 
định luận 1) — 26) là cơ sở của đại số tập hợp. Chúng 
¿ỏ «tỉnh chất đối ngẫu › đặc biệt sau đây: Vểu irong 
một định luật bũt kỳ lừ 1) — 26) ta thaU thể lằn nhau 
từng cập cúc kú hiệu C— và —; O và I; + và. chì kết quả 
oẩn là một trong những định luật đó. Chẳng hạn, định 
luật 6) chuyền thành định luật 7), 12) thành 13) 17) 
thành 16) v.v... Từ đó suy ra mỗi định lý rút ra từ các 
định luật 1) — 28) tương ứng uới mội định lý khác 
« đối ngẫu » ơới nó, thu được từ định lý thứ nhất bằng 
cách hoán 0ị các ký hiệu đã nói ở trên. Thực vậy, bởi 
vì việc chứng minh định lý thử nhất là việc ứng dụng 
liên tiếp (trong những giai đoạn khác nhau của các lập 
luận) một số định luật 1) — 26) thì việc ứng dụng các định 
luật cđối ngẫu » trong các giai đoạn tương ứng sẽ tạo 
nên chứng minh của định lý « đối ngẫu » (cũng tương 
tự như tính đối ngẫu), trong hình học, xem chương IV) 


ÿ3. Áp dụng vào logie toán. Sự thử lại các định luật 
của đại số tập hợp là đựa trên sự phân tích ý nghĩa 
logic của các quan hệ Á C B và các phép toán Á + B, 
AB và A". Bây giờ ta có thề xem các định luật 1) — 26) 
như là cơ sở của ‹ đại số logic». Nói chính xác hơn: 
phần của logic, tiếp cận các tập ›.>p hoặc các tính chất 
của sự vật được xem xét, có thể qui về một hệ thống 
đại số hình thức dựa trên các dịnh luật 1) — 26). «Vũ 
trụ gni ước › về mặt lozi: xác định tập hợp lj môi tính 
chàt U xác định một lập hợp Agôm những sự ái trong 
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: có tính chất đó. Quy tắc phiên dịch các thuật ngữ 
logic thông thường sang ngòn ngữ tập hợp thê hiện 
trong các thí dụ sau đây : 


«A hoặc B» : ÐB 
«ầA và B› : AB 
« không Á » À 


«không A, không B›»: (A -+-Đ)' hoặc A'B' 
«không phải vừa A vừaB»: (AB)' hoặc A' + B' 


« Mọi À là B» hoặc 


« Nếu A, thì B » hoặc ACB 
«q Từ Â suy ra B» 
« Một Á nào đó là B AB=>+-0 
q không có Â nào không 
là B» AB=0 

« Xiệt A nào đó không 

là B» AR'z0 
« Không có Á nào» A =0 


Trong thuật ngữ của đại số tập hợp, tam doạn luận 
«Barbara » biều thị «nếu mọi A là B và mọi B là C, 
thì mọi A là G› sẽ có đạng đơn giản: 


3) Nếu A C— B và Bc—C thì A — ©€. 
Tương tự «luật mâu thuẫn » khẳng định rằng « một 
sự vật không thề đồng thời có và không có một tính 
chất nảo đó » được viết dưới dạng: 20) AA' =0; còn 
« luật bài trung» nói rằng «mọi sự vật hoặc có, hoặc 
không có một tỉnh chất nào đó » được viết đưởi dạng 
19) A + A'=I. Bởi thế phần của logic được biểu thị 
bằng các thuật ngữ của ký hiệu CC, +›. và C) có thể 
được coi như miột hệ đại số hình thức tuân theo các 
định luật 1 — 26). Dựa vào sự hòa hợp của giải tích 
logic toán học và giải tích toán học logic tbì một ngành 
toàn học mới dã được hình thành — logic toản — một 
ngành mà hiện nay đang phát triền mạnh mể. Với quan 
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điềm tiền đề, (ta chú ý đến một sự kiện đặc biệt là các 
khẳng định 1) — 26) cùng với mọi định lý khác của dại 
số tập hợp có thề suy ra được một cách logic từ ba 
đẳng thức sau đây 
AÁ+B=B+14:A 
27) (A + B) TC = A+(B+ÓO) 
(A'+B)+(A'+B)' = À 
Từ đó suy ra có thề xây dựng đại số tập hợp như 
một lý thuyết suy diễn thuần tủy giống như hình học 
Ơclid, dựa vào ba mệnh đề đó coi như các tiên đề. Nếu 
các tiên đề đỏ được thịựtc hiện thì phép toán AB và 
quan hệ A C H sẽ được định nghĩa theo thuật ngữ À + B 
và A': 
AB biều thị tập hợp (A'+_B*)'" 
A CB biểu thị rằng A + B = lH. 

Một hệ thống toán học gồm tám số 1, 2, 3, 5, 6, 10, 
15, 30, trong đó a-Ƒ-b, theo định nghĩa biểu thị bội 
chung nhỏ nhất của a và b› ab biều thị ườc chung lớn 
nhất của a và b, a — b biêu thị khẳng định «b chia hết 
cho a›» và a" biều thị số 30/a, thỏa mãn mọi định luật 
hình thức của đại số tập hợp cũng là một thí dụ hoàn 
toàn khác. Sự tồn tại những thí dụ như vậy kéo sự nghiên 
cứu các hệ thống đại số tồng quát thỏa mãn các định luật 
27). Những hệ thống như vậy được gọi là «các dại số 
Bul »— đề kỷ niệm Giocgiơ Bul (1815 -— 1864), nhà toán 
học và logic học Anh với cuốn sách của ông « Án inve- 
stigation ofthe laws of thought »! ra đời năm 1854. 

3. Một áp dụng ào lý thuuếẽt xác suất Đại số tập hợp 
có quan hệ gần gũi nhất với lý thuyết xác suất, cho 
phép ta nhìn lý thuyết này theo một quan điêm mới. 
Ta xét một thí dụ đơn giản nhất: ta hình dung một 
phép thử với mọt số hữu hạn các kết cục có thề mà ta 


— 


1.« Sự nghiên cứu các định luật của tư duy s‹ 
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cho rằng « đồng khả năng ». Chẳng hạn, phép thử có thể 
là việc rút hú họa một con bài trong một cỗ bài đã 
xóc kỹ. Nếu ta biều thị tập hợp các kết cục là l, còn 
A biểu thị cho một tập con nào đó của I, thì xác suất 
đề cho kết cục của phép thử thuộc vào tập con Á được 


xác định bởi tỉ số: 
số phần tử của A 
P(A)— 
số phần tử của Ï 
Nếu ta qui ước biều thị số phần tử của tập hợp À nào 
đỏ là n (A) thì đẳng thức trên sẽ có đạng : 


n(AÄ) 
Ä)>= — 1 
g(À) ng) q) 
Trong thí dụ này, giả thử A là tập hợp các con enhóp» 
I6 gi0Á) + 19, n7 000A set 2... 

U2 4 


Các tư tưởng của đại sõ tập hợp được phát lộ ra 
trong khi tính xác suất nếu đã biết xác suất của một số 
tập nợp cần tỉnh xác suất của các tập hợp khác. Thí dụ, 
biết xác suất p (A), p (B) và p (AB), có thề tỉnh được 
xác suất p(A-+-): 

p(A + B) = p(A) + p(B) — p(AU) (2) 
Việc chứng mình không có khó khăn gì. Fa cỏ: 

n(A + B) = n(A) + n(B) — n(AP) 

bởi vì các phần tử được chứa đồng thời trong Á và 
trong B, tức là các phần từ của AB được xét dến hai 
lần trong khi tính tông n(A) -+- n(B), nghĩa là cần trừ 
n(AB) vào tông đó để cho việc tỉnh n(A + B)được thực 
hiện đúng. Sau đó chia cả hai vế của đẳng thức cho 
n(l) ta được hệ thức (2). 

Nếu xét ba tập hợp A, B, C trong I ta được một công 
thức lý thú hơn. Dùng hệ thức (2) ta có: 

p(A+ B +€C)=p[(A + B) + C] = p(A + ö) + 
+ p(C)— p[(Â + B)-+ C|j 
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in: luật 12) trong mục trên cho ta: 
(\ + B)C = AC + BC. Từ đó suy ra: 
pí(\-+ B)C]— p(AC + BQ) = p(AC) + p(BC+p(AHC) @) 
Đề làm thị dụ, ta xét phép Lhử sau. Ba chữ số 1, 3, 3 
được viết theo một trật tự tủy ý. Xác suất dc cho ít 
nhất một trong các chữ số đó nẫm ở vị trí đúng của nó 
{tinh theo thứ tự) là bao nhiêu ? Giả thử A là tập hợp 
các hoán vị trong đó chữ số 1 đứng ở vị trí thứ nhất, 
B la tận hợp các hoán vị trong đó chữ số 2 ở vị trí thí 
hai, C là tập hợp các hoán vị trong đó chữ số 3 đứng 
ở vị trí thử ba. Ta cần tính p(Á + ĐC). Rồ ràng: 
n(A) = p(B) = p(C) —— - —- 
Thực vậy, nếu một chữ số tùy ý đứng ở vị trí đúng 
của nó thị có hai khả năng hoản vị bai chữ số còn lại 
trong số 3.2.1 — 6 các hoán vị có thể của ba chữ số. 
Hơn nữa, 


p(AB) = p(AC) = p(ñC) = s ; p(ARG = = vi chỉ 
xảy ra một trong các trường hợp đó. Khi dó công thức 
(3) cho ta: 

1 


¬. 
^X+H+C=3. CS —1. T+o= 
pun mon 3 6g 
¬ | = 1 - h = 0,606... 

2% 


- 0f0qannhoc29]Il(0ormtda1l.com - 


http://tieulun.hopto.org 


http://tieulun.hopto.org 


\ 


\ 


—_ 


—_— 


_— 


MỤC LỤC 


Lời tựa cho lần xuất bản đầu tiên 

Lời tựa cho lần xuất bản lần thứ hai, thứ ba và 
thử tư 

Cách dùng sách 

Toán học là gì? 


CHƯƠNG ïI 
SỐ TỰ NHIÊN 


Mở đần 


—~ Š1. Các phép toán về số tự nhiên 


§ 2. Sự vô hạn của hệ thống các số tự nhiên 
phớp qui nạp toán học 
Bồ sung chương I 


CHUỈVNG II 
HỆ THỐNG SỐ TOÁN HỌC 


Mở đầu 

§ 1. Số hữu tỷ 

§ 2. Đoạn thẳng vô ước. Số vô tỉ. Giới bạn 

§ 3. Những điều cần lưu ý trong phạm vì hình học 
giải tích 

Š 4. Giải tích toán bọc cái vô bạn 

§5. Số phức 

Phụ lục chương 


13 
14 


La - 
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R.COURANT ¡¡. ROHBINS 


TOÁN HỌC LÀ GÌ? 
TẬP 1 


Người dịch  ? — HÀN LIÊN HÃI 
Biên tập : ĐỖ ĐỨC ỨNG 
Sửa bằnin  : ĐÔ ĐỨC ỨNG 
Trình bàu bìa 


NHÀ XUẤT BẢN KHOA HỌC VÀ KỸ THUẬT 
70 Tran ;:ưng Đạo — Hà *'âi, 
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In 5100 bản, khô 13 X 19, tại nhà máy in Tiến Bộ — Hà Nội. 
Số XB 23/84 Số in: 617. Nộp lưu chiều thủng 10 năm 1984. 


http://tieulun.hopto.org 


Gió: 8 ,00d 


http://tieulun.hopto.org 


